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Einleitung

Stellen wir uns eine Hyperfliche im n-dimensionalen projektiven Raum iiber
C vor, die durch eine Gleichung gegeben ist, deren Koeffizienten in Z liegen.
Dann koénnen wir durch Reduktion dieser Koeffizienten modulo einer Prim-
zahl p die Hyperfliche als Varietat im n-dimensionalen projektiven Raum
uber dem endlichen Korper F, betrachten. Dort enthalt sie naturlich nur
endlich viele Punkte, und wir konnen uns fragen, wieviele es denn nun ge-
nau sind. Der erste Ansatz mag sein, polynomielle Abhangigkeit von p zu
vermuten. Das ist oft eine gute Naherung, aber selten genau richtig. Man
wird haufig Formeln der Art

Anzahl Punkte bei Reduktion modulo p =
Polynom in p vom Grad (n — 1) + ein Rest a,

finden, so dafl der "Rest” a, klein ist gegentiber p"~1. Das Erstaunliche ist
nun, daff die a,, wenn das Polynom in p — 1 richtig gewahlt ist, oft eine
Interpretation haben, die ein ganz anderes Gebiet der Mathematik eroffnet.
Die "richtige Wahl” hangt mit den eventuell vorhandenen Singularitaten der
Hyperfliche sowie einigen Invarianten wie ihrer Kohomologie zusammen; bei
"richtiger Wahl” wollen wir die a, als Koeflizienten einer Reihe auffassen,
der L-Reihe der Hyperflache.

Das "ganz andere Gebiet der Mathematik” ist das der modularen Formen.
Das sind analytische Funktionen mit sehr speziellen Symmetrieeigenschaf-
ten. Modulare Formen haben eine Reihenentwicklung ”in co” mit Koeffi-
zienten b,; und zwar derart, da8 es ausreicht, die Koeffizienten b, fiir alle
Primzahlen zu kennen, da die Koeffizienten bei b,, durch Multiplikation der
Koeffizienten zu den Primfaktoren von n entstehen.

Héufig scheint es nun so zu sein, daf} sich die a, als Koeffizienten der Rei-
henentwicklung einer modularen Form (oder eventuell als Linearkombinati-
on der Koeffizienten der Reihenentwicklungen mehrerer modularer Formen)
auffassen lassen, d.h. die L-Reihe der Hyperfliche ist gleich einer Reihe, die
durch modulare Formen bestimmt wird. In diesem Fall wird die Hyperfliche
dann modular genannt.



Ublicherweise stellt man eine Modularitatsvermutung auf, indem man die
Punkte auf der gegebenen Hyperflache fiir einige Primzahlen zahlt und dann
versucht, ”passende” modulare Formen zu finden. Das kann schon schwie-
rig genug sein. Noch schwieriger ist es meistens, Gleichheit fiir alle (oder
zumindest fast alle) Primzahlen zu zeigen. Es gibt aber erstaunliche Re-
sultate, die im Prinzip besagen, daf} die Gleichheit fiir fast alle Primzahlen
folgt, wenn sie fur eine geschickt gewihlte endliche Teilmenge feststeht.

Fir eine ganz bestimmte Klasse von Hyperflachen, namlich einige ellipti-
sche Kurven, war der Nachweis, dafl sie modular sind, stark genug, um die
berithmte Fermatsche Vermutung zu beweisen.

Wir wollen Untersuchungen auf Modularitat fiir gewisse Hyperflaichen, nim-
lich einige Mitglieder einer Familie von Quintiken im 4-dimensionalen Raum,
anstellen. Wir gehen dabei folgendermaflen vor:

Kapitel 1: Wir stellen die erwahnte Familie vor. Sie enthilt ein besonders
interessantes Mitglied M, um das wir uns in den folgenden Kapiteln
zunachst bemiihen.

Kapitel 2: Wir untersuchen die Singularitdten von M uber den endlichen
Korpern [F,. Natiirlich hingt es von p ab, welche Singularitaten vor-
kommen. Wir 16sen dann die Singularitdten iiber C durch Blow-Up
auf (d.h. wir verschaffen uns ein glattes Modell M von M) und iiber-
legen, fiir welche p auf diese Weise auch die Singularitdten von M
iiber I, aufgelost werden. Wir benotigen M spater zum Beweis der
Modularitat von M.

Kapitel 3: Wir wollen fiir einige Primzahlen p die Punkte auf den Quinti-
ken iiber [, zahlen. Dazu miissen wir den Computer benutzen. Es ist
sehr leicht, einen einfachen Zahlalgorithmus zu implementieren. Wir
geben uns etwas mehr Mithe und sparen insbesondere viel Rechenzeit
durch Ausnutzen von Symmetrie.

Kapitel 4: Wir wollen die Modularitat von M zeigen und fiihren die da-
zu notigen Werkzeuge ein, insbesondere Galois-Darstellungen, étale-
Kohomologie, die Weil-Vermutungen, modulare Formen und nicht-ku-
bische Teilmengen von Vektorrdumen. Wir rechnen unterwegs die Ko-
homologie von M mit einer Methode aus, die ausnutzt, dafl wir Punkte
uber endlichen Korpern zahlen konnen. Schliellich konnen wir fir M
die Modularitat zeigen.

Kapitel 5: Wir wenden die Methoden aus Kapitel 2 und Kapitel 4 in kom-
primierter Form auf einige andere auflergewohnliche Mitglieder der
Familie von Quintiken an und konnen hier jeweils mindestens die Mo-
dularitat mit Begriindung vermuten und in einigen Fallen auch bewei-
sen.



Ich setze in dieser Arbeit Kenntnisse aus der Algebraischen Geometrie vor-
aus, insbesondere iiber Singularititen von Hyperflichen und deren Auflésung
durch Blow-Up. Ich versuche, spezielle Konzepte aus der algebraischen Zah-
lentheorie wie Frobeniuselemente und Galois-Darstellungen zu erklaren. Die
Theorie der modularen Formen wird nur so weit vorgestellt, wie notig. Vie-
le der verwendeten Methoden sind sehr tiefliegend und schwer in wenigen
Worten zu vermitteln. Ich vereinfache daher gelegentlich und fiithre die Me-
thoden nur fiir die benétigten Spezialfalle vor. Ich habe mich bemiiht, dann
erklarende Literatur anzugeben. Gerade das Gebiet der Modularitatsver-
mutungen ist jedoch noch wenig erforscht, und die vorhandene Literatur ist
sehr schwierig zu lesen. Trotzdem (oder vielleicht gerade deswegen) habe ich
das Thema sehr interessant gefunden, auch weil es so verschiedene Gebiete
der Mathematik miteinander verbindet.

Ich mochte mich daher bei Herrn Prof. van Straten fur das interessante
Thema und fiir die gute Betreuung, insbesondere die standige Ansprechbar-
keit, bedanken. Ich danke auch allen, denen ich einmal eine Frage zu dieser
Arbeit gestellt habe; die Antwort hat mir immer weitergeholfen. Besonders
mochte ich auch meinen Eltern danken, die mir durch ihre Unterstiitzung
das Studium erst ermoglicht haben.

In dieser Version der Arbeit habe ich einige Fehler behoben. Vielen Dank
an den Zweitkorrektor, Herrn Prof. Pfister, der mich auf die meisten auf-
merksam gemacht hat.

Dariiberhinaus habe ich das Literaturverzeichnis ergénzt. Der Artikel [21]
ist inzwischen im Journal of Number Theory erschienen. In Kapitel 2 wird
des Weiteren eine Arbeit von M. Saito und N. Yui erwidhnt. Diese ist jetzt
als Preprint verdffentlicht ([14]).

Die in Kapitel 5 behandelte L-Reihe der Barth-Nieto-Quintik M y.q) ist auch
ein Gegenstand der inzwischen ebenfalls als Preprint verfiigbaren Arbeit von
K. Hulek, J. Spandaw, B. van Geemen und D. van Straten in [9].



Notationen

Standardbezeichnungen

Symbol | Bedeutung

P | die Menge aller Primzahlen

N | die Menge der natiirlichen Zahlen

Q | der Korper der rationalen Zahlen

R | der Korper der reellen Zahlen

C | der Korper der komplexen Zahlen

H | die obere Halbebene von C
[, | der Korper mit p Elementen fiir ein p € P

P*(K) | der i-dimensionale projektive Raum iiber dem Koérper K
K | ein algebraischer Abschluf8 des Kérpers K
#A | Machtigkeit der (endlichen) Menge A

Wir wollen Varietidten uber C betrachten, die durch Gleichungen gegeben
sind, deren Koeflizienten in Z liegen. Solche Gleichungen konnen wir modulo
p reduzieren und uns die Varietdt iiber dem endlichen Korper [F, anschau-
en. Wir wollen dabei immer dasselbe Symbol fiir die Varietat benutzen.
Es ergibt sich dann aus dem Zusammenhang, welcher Korper gemeint ist.
Genauso schreiben wir P! statt P*(K), wenn klar ist, um welchen Korper es
sich handelt.

Elementar-symmetrische Funktionen

Sei K ein Korper, und seien Xy, X1, ..., X,, Variablen mit Werten in K. Wir
bezeichnen mit

Si(Xo, X1,...,Xpn) :== Z Xj Xy X
0<j1<-+<5i<n

die i-te elementar-symmetrische Funktion in den X;. Wir wollen die Formeln
meistens fiir n = 5 benutzen und kiirzen deswegen ab:

SZ' = Si(Xo,Xl, ce ,X5).



Kapitel 1

Die Quintiken

Sei K ein Korper. Die Gleichung
S1=Xo+ X1+ X0+ X35+ Xy +X5=0

definiert einen P*(K) C P5(KK), auf dem die symmetrische Gruppe X durch
Permutation der Koordinaten operiert. Durch

St =0
aSs +S,S83 = 0 mit (a:f) € PL(K)

ist daher eine Familie von Quintiken M ,.5) C P*(K) gegeben, die invariant
sind unter der Operation von Yg.

In [19] wurde diese Familie iiber C untersucht. Fiir allgemeines (a : ) € P!
hat M,.) genau 100 (isolierte) Singularititen, die alle gewohnliche Dop-
pelpunkte ("nodes”) sind, ndmlich:

Die ”Segre nodes”: Die Yg-Bahn von

(1:1:1:-1:-1:-1), insgesamt 10 Punkte

Die ”Moving nodes”: Die ¥g-Bahn von
(1:1:-1:-1:2:—2), insgesamt 90 Punkte

z ist hierbei eine Losung der Gleichung 822 + (a + 28) = 0.

Die Bezeichung ”Segre nodes” riihrt daher, dafl diese Punkte auch die sin-
guldren Punkte der Segre- Kubik

S1=5=0



sind (vgl. [15]). Der Name ”Moving nodes” entstand aus der Tatsache, dafl
sich diese Punkte bei wechselndem (« : 3) iiber die 45 Geraden bewegen,
die die 10 ”Segre nodes” verbinden.

Fiir 6 Punkte (o : 8) € P! ist der singuliire Ort anders:

(a: ) sing. Ort Punkt auf der ¥4-Bahn #Punkte
(T:1:1:-1:-1:-1) 10 nodes
(25:1) 106 nodes  (1:1:—1:-1:3y/=3:-3/-3) 90 nodes
(1:1:1:1:1:-5) 6 nodes
(T:1:1:-1:-1:-1) 10 nodes
(1:1) 130 nodes (1:1:—1:-1:/-3:—/-3) 90 nodes
(1:1:1:1:4/-3-2:—-y/-3-2) 30 nodes
10
(=3:1) ”Del Pezzo” (I:1:1:-1:-1:-1)
nodes
Die
(0:1) Flache
So=83=0
10 nodes (I:1:1:-1:-1:-1) 10 nodes
(—2:1) und (x:z:y:y:z:2) 15 Geraden
15 Geraden r+y+2=0
10 nodes (I:1:1:-1:-1:-1) 10 nodes
(1:0) und (0:0:0:z:y:2) 20 Geraden
20 Geraden z+y+z=0

Besonders interessant ist das Familienmitglied
M = M(1.).

Diese Quintik hat genau 130 gewohnliche Doppelpunkte. Eine Quintik in
P* kann héchstens 135 gewohnliche Doppelpunkte aufweisen (vgl. [20]); und
M ist zur Zeit das Beispiel, das dieser Schranke am nichsten kommt. Aufler
den ”Segre nodes” und den ”Moving nodes” verfiigt M noch iiber 30 ”Extra
nodes”, namlich die ¥g-Bahn des Punktes

(1:1:1:1:4/-3-2:-V/-3-2).

Die Quintik M.g) ist auch als Barth-Nieto-Quintik bekannt. Viele Infor-
mationen dariiber finden sich in [1], neuerdings auch in [9].

Bei der Quintik M(_3.;) fallen jeweils 9 ”Moving nodes” mit einem ”Segre
node” zusammen. Die entstehende Singularitit ist lokal isomorph zu dem
Kegel iiber der (glatten) kubischen Fliche in P3, daher der Name ” Del Pezzo
node”.



Kapitel 2

Singularitaten von M und
ihre Auflosung

2.1 Singularitaten von M iiber T,

Wir wollen nun den singuliaren Ort von M, jeweils aufgefasst als Varietat
uber den endlichen Korpern F,,p € P untersuchen. Die Falle p = 2 und
p = 3 werden dabei eine Sonderstellung einnehmen.

2.1.1 Wann ist —3 ein Quadrat?

Uber C hat M Singularititen, deren Koordinaten algebraisch von /—3
abhiangen. Wir werden daher bei der Untersuchung der Singularitaten von
M iber den [F, wissen miissen, in welchen F, die Zahl —3 ein Quadrat ist.

2.1 Definition
Seien p € P und a € Z mit ggT(a,p) = 1. Das Legendre-Symbol zu a und p
ist definiert als

—1 sonst

(a> . {1 falls es ein b € Z gibt mit a = b*> (mod p)
p

Wir geben zwei bekannte Eigenschaften des Legendre-Symbols an (vgl. [7],
Kabpitel 6):

2.2 Lemma
1. Sei p € P ungerade. Dann gilt



2. Quadratisches Reziprozitatsgesetz:

Seien p # q € P ungerade. Dann gilt

() -2 (@) -{) ==t e

Damit konnen wir die Frage beantworten, in welchen Korpern [, die Zahl
-3 ein Quadrat ist:

2.3 Satz
Seip € P,p > 5. Dann gilt

(—_3)_ 1 fallsp=1,-5 (mod 12)
p) |-1 fallsp=-1,5 (mod12)’

Beweis:

(3) _ {1 fallsp=1 (mod 3)

-1 fallsp=-1 (mod 3)

e G = 6) = i =L Tl

~J1  Afallsp=+1 (mod 12)
| -1 fallsp=+5 (mod 12)

(-3)"2  (mod p),

[ -

rn
32
1

=

o

¢]

=
/N
|4,
~

1l

(mod p)

Il

1
-1

2 fallsp=1 (mod 4)

3% falls p=3 (mod4)

folgt (—_3) _ { fallsp=1,—-5 (mod 12) .
p

-1 fallsp=-1,5 (mod 12)

10



2.1.2 Singularititen im Fall p > 5

Es ist gelegentlich angenehm, die S; mit Hilfe der Potenzsummen

Cr = Cy(Xo, X1,..., X5) == ZXik

=0
auszudriicken. Modulo S; gilt namlich:

1

SQ - —502
1

Sg == 503

1 1,
S4 == —104 + gCZ

1 1
S5 = 3C5_60203

Uber F, und Fs sind nicht alle dieser Gleichungen definiert. Wir werden
daher diese beiden Falle gesondert betrachten. Sei also im Folgenden p > 5
fest. Um den Fall p = 5 nicht auch auszuschliefen (die Rechnungen werden
zeigen, dafBl es dafiir auch keinen Grund gibt), werden wir die angegebene
Gleichung fiir S5 nicht benutzen. Sei

F := S5+ 5953

das M definierende Polynom. Ein Punkt n:= (go: 71 : ... :7m5) € P*(F,) C
P5(F,) (d-h. Si(n) = 0) auf M ist singulir genau dann, wenn die Differen-
tiale der beiden definierenden Gleichungen in P°(F,) linear abhingig sind,
wenn also fiir ein (v : p) € PY(F,) gilt:

vO;F(n) = p0;S1(n)

Es gilt 40;S1(n) = p, also konnen wir v # 0 annehmen und daher v = 1
setzen. Wir erhalten

po= 0;F(n)
9;S5(n) + (0:S2(n))S3(n) + S2(n)(0:S3(n))
= Sa(n) — ni(Ss(n) — ni(S2(n) — ni(S1(n) — mi)))
+(S1(n) —m)Ss(n) + S2(n)(S2(n) —ni(S1(n) — i)
= Su(n) —ni(Ss(n) — mi(S2(n) +m%)) — niSs(n) + Sa(n)(S2(n) + m:%)
5
g 2

= Si(n) +n*+ 2771-252( ) — 277133(77) + Sa(n)®
) +

= n' —n*Ca(n) — 203(77)771' - —04( Ca(n)?

11



Wir summieren tiber alle 7, um g zu eliminieren:

5
6u = 2(54(77) +n:* + 2n:° Sa(n) — 2miSs(n) + 52(77)2)
=0

= 6S54(n) + Cu(n) + 2C5(n)Sa(n) + 6S5(n)?
— —3Culn) + 5Ca(n)

Also muf} jede Koordinate 7; von n der Gleichung

2 1
P(X) = X' — CpX* — 303X — (04— C5) =0

geniigen, wobei C; = C;(n).

Wir fassen nun Cs, C3, Cy als variable Konstanten auf und bezeichnen die
Nullstellen von P in E mit z,y, z,t. Da der Koeffizient von P bei X2 gleich
Null ist, gilt £ +y + z+ ¢t = 0. A priori gibt es neun Méglichkeiten, wie die
Koordinaten 7; eines singularen Punktes 1 von M tber diese vier Nullstellen
verteilt sein konnen:

Fall 1: 6z Fall 4: 3r,3y Fall 7: 2zx,2y,2z
Fall2: bx,y Fallb5: 4dz,y,z Fall8: 3x,y,2,t
Fall 3: 4z,2y Fall6: 3x,2y,z Fall9: 2z, 2y, zt

Wir untersuchen die einzelnen Falle:

Fall 1: kann nicht auftreten, daaus 0 = Si1(n) =Si(z:z:...:z)firp>5
folgen wiirde, dafl z = 0.

Fall 2: Wir konnen annehmen, da§ n = (1:1:1:1:1: —5). Damit ist
Cy = 30,C5 = —120,Cy = 630 und

P(X) = X*—-30X?+ 80X + 45.

Damit haben wir P(1) = 96 = 3-25; deshalb kann auch dieser Fall fiir
p > 5 nicht auftreten.

Fall 3: Wir kénnen annehmen, da n = (1:1:1:1: —2: —2). Damit ist
Cy=12,C3 = —-12,C4 = 36 und

P(X)=X*—-12X? + 8X +18.

Damit haben wir P(1) = 15 und P(—2) = —30; deshalb kann auch
dieser Fall fiir p > 5 nicht auftreten. Fiir p = 5 liegt n nicht auf M.

Fall 4: Wir konnen annehmen, da§ n = (1:1:1: —-1: —1: —1). Damit
ist Cy =6,C3 =0,C4 = 6 und

P(X)=X*-6X%+5.
Fir alle p > 5 ist P(1) = P(—1) = 0.

12



Fall 5: Wir konnen annehmen, daf}
n=(z:z:zx:2:u—2x:—u—2z).
Im Fall z = 0,u = 1 folgt P(X) = X*—-2X2+ %; wegen der Forderung
P(0) = 0 kommt dieser Fall nicht vor.

Wir nehmen also an, da n = (1:1:1:1:u—2: —u — 2). Damit ist
Co =12 +2u% C3 = —12 — 12u?, Oy = 36 + 48u® + 2u?. Auswertung
von Pbei X =1, X =u—2,X = —u—2 liefert folgende Gleichungen:

u'+18u” +45 = 0
ut — 120 + 18u® — 36u+45 = 0
u' +120° + 18u” + 36u + 45 = 0.
Addition der letzten beiden Gleichungen liefert die erste, Subtraktion

hingegen
u® 4 3u = 0.

Die Losung u = 0 wiirde in Fall 3 zuriickfiithren, wir nehmen also u # 0
an. Wir erhalten als weitere Losungen:

U= :t\/—_3.
Fall 6: Wir konnen annehmen, dafl
n=(c:z:x:u—x:u—x:—2u—z).
Im Fall z = 0,u = 1 folgt P(X) = X* — 6X? + 4X + 3; wegen der

Forderung P(0) = 0 kommt dieser Fall nicht vor.
Wir nehmen alsoan, dan=(1:1:1:u—1:u—1: —2u—1). Damit
ist Cy = 6(u? +1),C3 = —6u%(u + 3),Cy = 6(3u* + 4u® + 6u? + 1).
Auswertung von P bei X =1, X =u — 1 liefert:
3u?(u? +4) =
u(u® 4 6u® — 6u+4) =

Die Losung v = 0 fiihrt zuriick in Fall 4. Wir nehmen also u # 0 an.
Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert dann:

u? + 5u — 6 =0, also u € {1, -6}

Es ist 12+ 4 = 5 und (—6)2? + 4 = 40, daher erhalten wir fiir p > 5
keine weiteren Lisungen.

Fiir p = 5 ergeben sich die beiden Punkte (1:1:1:0:0: —3) und
(1:1:1:—-2:—2:1). Ersterer liegt nicht auf M, letzterer fithrt
zuriick in Fall 3.

13



Fall 7: Wir konnen annehmen, daf}
n=(z:z:y:y:z:z)mitx+y+2z=0.

Insbesondere muf} auch die vierte Nullstelle ¢ von P gleich Null sein.
Damit mufl P(0) = 0 gelten. Daraus folgt wiederum

2
P(X)=X*—(CyX?% - 308X
sowie
0=Co2 — Cy =4z + 4y* + 42" + 822y® + 82222 + 8y%22.

Nehmen wir z = 0 an, so folgt sofort y* + 2z* + 2¢%2%2 = 0 und mit
y = —z dann y = z = 0. Also koénnen wir jetzt x = 1 annehmen.
Dann:

P(z)=P(1) = 1-Cs— %Cg
= - @42 A1y - 2@+ 2% 21 +9))
= 1-4(1+y+¢%) - %(—3:9 — 3y%)
= -3
Also kommt dieser Fall nicht vor.
Fall 8: Wir konnen annehmen, daf}
n=(z:z:z:y:z:1t) mit 3z+y+z+t=0.

Wegen z + y + z + t = 0 folgt sofort x =0,y + z+t = 0. Wie in Fall
7 muf} gelten:

P(X)=X*—(CyX?% - gch

sowie
0=Cy — Co? =2(y?2% + y*4% + 2%4%).
Aus t = 0 folgt wieder yz = 0 und damit y = z = 0. Also konnen wir
t = 1 annehmen. Dann:
2
Pit)=P(1) = 1-Cy— 503

2

= 1=+ + (1 +9)") ~ 50 +y° — (1+)")

2
= 1-2(14+y+y?)— g(—3y—3y2)
- -1

Also kommt auch dieser Fall nicht vor.
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Fall 9 Wir haben 2z 4+ 2y + z +¢ = 0 sowie z +y + z + ¢t = 0 und konnen
daher annehmen, daf}

n=(z:z:—z:—z:2:—2).
Die Annahme z = 0 fiihrt zuriick in Fall 5, also setzen wir z = 1.
Damit ist Cp = 4 + 222,03 = 0,C4 = 4 + 22* und
1
P(X)=X*— (44 22%)X2 - E(_12 — 1622 — 22%).

Die Gleichungen P(1) = P(—1) = P(z) = P(—z) = 0 reduzieren sich
auf
224222 -3=(224+3)(2>-1)=0

Mit 22 — 1 = 0 sind wir wieder in Fall 4. Wir erhalten also zwei neue

Losungen:
z==xv-3
Wir fassen die Ergebnisse in folgendem Satz zusammen:
2.4 Satz

Seip € P,p > 5. Dann hat M tber I, die folgenden Singularitaten:
Segre nodes: Die Y¢-Bahn von
(1:1:1:-1:-1:-1), insgesamt 10 Punkte
Moving nodes: Falls p=1,—5 (mod 12): Die ¥g-Bahn von
(1:1:—-1:-1:4/-3:—-v/-3), insgesamt 90 Punkte
Extra nodes: Falls p=1,—5 (mod 12): Die Y.4-Bahn von
(1:1:1:1:4/-3-2:—-/-3-2), insgesamt 30 Punkte

Dies sind die Falle 4, 9 und 5 in der vorausgegangenen Untersuchung.

2.1.3 Singularitaten im Fall p =2

Wir zeigen, daB in diesem Fall alle Punkte aus P* auf M liegen. Sei dazu
n € P°(F,) ein Punkt. Die Bedingung n € P* (d.h. Si(n) = 0) liefert, daB
eine gerade Anzahl der Koordinaten von 7 gleich Eins ist. Es gibt also (bis
auf Vertauschung von Koordinaten) nur 3 Falle:

Fall1 n=(1:1:0:0:0:0). In diesem Fall gilt offenbar S5(n) = S3(n) =
0 und damit n € M.

Fall 2 n=(1:1:1:1:0:0). Es gilt S5(n) = S2(n) = 0 und damit wieder

7 € M.
Fall3 n=(1:1:1:1:1:1). Es gilt S5(n) = S3(n) = 0 und daher auch
hier n € M.
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2.1.4 Singularititen im Fall p =3

Sei wieder n := (9 : 71 : ... : 1)5) ein singuldrer Punkt von M. Dann gilt
wie im Fall p > 5 fiir ein 4 € F3 und jedes i € {0,...,5}
po= Sa(n) +n; +207S2(n) — 20:3(n) + Sa(n)”
= Sa(n) + Sa(n)* + 17 — 17 Sa(n) + n:S3(n)
= —Cu(n) +n7 (1 — Co(n)) + miSa(n)-

Addition dreier solcher Gleichungen liefert, daB jedes n; der Gleichung
0=P(X) = (1-C9)X?>+ 53X —1+Cy—S3
(X =D((X + 1)1 - Ca) + S3)
geniigt, wobei wir C; = Cj(n) und S; = S;(n) wieder als variable Kon-
stanten auffassen. Der Koordinatenvektor eines singulidren Punktes kann

also hochstens zwei verschiedene Eintrage enthalten. Wir konnen auflerdem
Mo = 11 = 1 annehmen. Wir betrachten die moéglichen Falle:

Falll n=(1:1:1:1:1:1) ist auf jeden Fall singulér.

Fall2 p = (1:1:1:0:0:0) ist nicht singulir, da in diesem Fall
S3=1,0y =0 und P(X) = (X — 1)? folgt.

Fall3 n=(1:1:1:—-1:—1:—1) ist singuldr. Hier gilt S3 = C, = 0 und
P(X)=(X-1)(X+1).

M hat also iiber Fs genau 11 Singularitdten, nimlich den Punkt
(I1:1:1:1:1:1)

und die ”Segre-Nodes”, die 10 gewohnlichen Doppelpunkte auf der ¥g-Bahn
von
(1:1:1:-1:-1:-1).
Im Punkt (1:1:1:1:1:1) finden wir hier eine kompliziertere Singularitét;
der Tangentialkegel ist die durch
0 = 2(X§+X{+X5+X3)
+ 10(X3 X1 + Xo X3 + X3 Xo + Xo X3 + X3 X3 + Xo X3 +
X3 Xy + X1 X3 + X3 X3 + X1 X5 + X3 X3 + XoX3)
+ 15(XPX?+ X2X3 + X2X2 + X2X2 + X2X2 + X2X2)
+ 28(XZX X9+ Xo XXy + XoX1 X2+ Xo X1 X3 +
Xo X2 X3+ XoX1 X2 + X2 X0 X3 + Xo X2 X3 +
XoXoX2 4+ X2 X0 X3 + X1 X2X3 4+ X1 X2 X2)
+ 48X X1X2X3

gegebene symmetrische Quartik in P3.
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2.2 Auflosung der Singularitaten

2.2.1 Wie losen wir auf?

Wir méchten nun die Singularitiaten von M auflésen. Dazu blasen wir M
(als Varietat iiber C) entlang des singuliren Orts auf. Die entstehende Va-
rietit bezeichnen wir mit M. Wir werden sehen, daB die Reduktion von
M auf F, fur p > 5 wieder glatt ist, da alle Singularitaten von M in die-
sen Charakteristiken gewohnliche Doppelpunkte sind, die auch schon iiber
C auftreten. In den Fillen p = 2 und p = 3 gibt es zusitzliche Singula-
ritdten, die auf diese Weise nicht aufgelost werden. Wir sagen, dafl 2 und 3
Primzahlen von schlechter Reduktion sind.

2.2.2 Um wieviel wird M dadurch grofier?

Wir werden uns spater fiir die Anzahl der Punkte interessieren, die auf M
iiber F, liegen, zumindest fiir die Primzahlen von guter Reduktion. Die
Anzahl der Punkte auf M werden wir mit dem Computer bestimmen. Wir
benétigen also die Zahl #M — #M fiir jedes p € P,p > 5.

Wir bestimmen dazu fiir je einen Vertreter der 3g-Bahnen der Singula-
rititen von M die exceptionelle Menge des Blow-Up, also den Tangential-
kegel. Dieser ist jeweils eine glatte Quadrik in P3, d.h. die Singularititen
sind tatsachlich gewohnliche Doppelpunkte und werden durch den Blow-Up
aufgelost. Eine glatte Quadrik in P3 {iber einem algebraisch oder zumin-
dest quadratisch abgeschlossenen Korper ist isomorph zu P! x P! (d.h. sie
verfligt iiber ein Regelsystem aus zwei Systemen von Geraden). Wir un-
tersuchen, welche der Geraden auf der Quadrik rational iiber I, sind und
konnen daraus schlieen, wieviele Punkte sie tiber [, enthalt.

Die Berechnung der definierenden Gleichungen der Tangentialkegel lassen
wir jeweils vom Computer durchfihren.

Die ”Segre nodes”

Wir betrachten den Vertreter P = (—1: —1:—1:1:1) in der affinen Karte
X4 = 1. Dann ist der Tangentialkegel gegeben durch

0 = Sy(Xo, ..., X3) + X2.

Diese Gleichung beschreibt offenbar eine glatte Quadrik in P3. Darauf liegen
unter anderem die Punkte

P=(1:-1:0:1) und P,=(1:-1:0:-1).
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Die Tangentialraume an P; und P, sind gegeben durch
2X1—|—X2+2X3 =0 und 2X0—|—X2+2X3 =0.

Wir erhalten als Schnitt der Tangentialraume mit der Quadrik die Geraden-
paare

Gi = {(a:b:2a+2b:—a—2b)|(a:b) € P},
Go = {(a:b:0:—-b)|(a:b) €P'}

und
Gs = {(a:b:2a+2b:—2a—b)|(a:b) € P'},
Gy = {(a:b:0:—a)|(a:b) eP'}.
Wegen
1010
01 01
il g 900 |=7*
1 2 10

gilt G1 NGy = 0.

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt auf G4 und schneiden den Tan-
gentialraum dort mit G;. Der Tangentialraum an (a : b: 0: —a) € Gy ist
gegeben durch

(b — CI,)X() +bX5 + (b — G,)X3 = 0.

Einsetzen von (c: d: 2c+ 2d : —c — 2d) € G; ergibt
bc + ad = 0.

G'1 und Gy sind rational uber F,, nach obigen Berechnungen aber auch jede
der Geraden auf der Quadrik, die G; und G4 schneiden. Damit sind alle
Geraden des Regelsystems rational iiber I, d.h. die Quadrik enthalt dort
genau (p+ 1)? = p? + 2p + 1 Punkte.

Die "Moving nodes”

Wir betrachten den Vertreter @ = (/-3 : —v/—-3 : =1 : =1 : 1) in der
affinen Karte X4, = 1. Dann ist der Tangentialkegel gegeben durch

0 = XoXi+4+ XX+ XoX3+ X1 X2+ X1 X3 — XoXj5
- VvV = —Xj.

X2
2 0t 2
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Auch diese Gleichung beschreibt eine glatte Quadrik in P3. Darauf liegen
offenbar die Punkte

Q1 = (0:0:1:0) und
Q2 = (0:0:0:1).

Die Tangentialraume an ()1 und Q2 sind gegeben durch
Xo+X1—X3=0 und Xo+ X1 — X9 =0.

Der Schnitt der beiden Tangentialrdume und der Quadrik besteht aus den
Punkten

Qs = (1:-1:0:0) und
Qs = (V=3-1:2:v/-3+1:V/-3+1).

Damit erhalten wir zwei Geraden auf der Quadrik, die sich nicht schneiden:

Gi = @QiQ3
= {(a:—a:b—a:0)[(a:b) €P'} und
Gy = Q2Q4

= {(WV=3-1)c:2c: (vV=3+1)c:d++-3c)|(c:d) € P}
Der Tangentialraum an (a: —a: b —a:0) € G ist gegeben durch
0=(b—a(l+v=3))(Xo+ X1) + (a — b)X3.
Einsetzen von ((v/—3 — 1)c: 2c: (V=3 + 1)c: d + v/—3c) € Gy liefert
(2 —+v/=3)ac + bc + ad — bd = 0.

Die Quadrik verfiigt also iiber ein Regelsystem, das dann rational iiber F,
ist, wenn /=3 € F, gilt. Also enthilt sie iiber F, genau (p + 1)? Punkte,
wenn p = 1,—5 (mod 12), sonst keine Punkte.

Die ”Extra nodes”

Wir betrachten den Vertreter R = (1 :1:1:+4/—3—2:1) in der affinen
Karte X4 = 1. Dann ist der Tangentialkegel gegeben durch

0 = vV=3((Xo+...4+X3)? - X3
— 4X3(Xo+ ...+ X3)
- (X¢+ X+ X3).

Auch diese Gleichung beschreibt eine glatte Quadrik in P3. Der Ansatz

X3:0, X0+X1+X2:0
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liefert die auf der Quadrik liegenden Punkte

R = (14v-3:1-v/-3:-2:0) und
Ry = (V=3-1:V/-3+1:-2:0).

Der Tangentialraum an R; ist gegeben durch

0=(14+vV-3)Xo+ (1 —vV=3)X; — 2X,.

Der Ansatz
Xo+ X1 —2X, =0, Xo—X1=0

liefert auf dem Schnitt des Tangentialraums an R; mit der Quadrik die
Punkte

Ry = (2:2:2:4/-3-3) und
Ry, = (2:2:2:2/-3-3).

Die Tangentialriume an R3 und R4 sind gegeben durch

0 = (2\/—_3+ 2)(X0 + X1 +X2) + \/—_3X3 und
(V=3+2)(Xo + X1 + Xp) — V=3X.

Addition der Gleichungen liefert
X3 =0, Xo+ X1+ X2 =0.

Wir erhalten also als Schnitt der beiden Tangentialraume und der Quadrik
gerade die Punkte R; und Ry. Damit erhalten wir auf der Quadrik zwei
Geraden, die sich nicht schneiden:

Gl = R1R3 : Pl — ]P’3
(a:b)— (2a+b(-3—-1):2a —b(~/-3+1):2a —4b: (a —b)(v/-3 —3)),
G2 = R2R4 : ]Pl — ]P’g
(c:d) = (2c+d(vV/=3—3):2c+d(vV/=3—1):2c—4d : (c — d)(2V/-3 — 3)).
Der Tangentialraum an
(20 +b(v/-3—1):2a —b(~/-3+1) :2a —4b: (a — b)(v/-3 —3)) € G4
ist gegeben durch

0 = (2a+b(vV=3-1)Xo+ (2a —b(v=3+1))X;
+ (2a — 4b) X + (a — b)(vV—3 — 3) X3.
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Einsetzen von

(2c+d(v/-3—-3):2c+d(v/-3—-1):2c—4d: (c —d)(2V/-3 —3)) € Gs
liefert

(9v/=3 + 15)ac — (9v/—3 — 19)ad — (15/—3 4 27)bc + (4v/—3 + 6)bd = 0.

Die Quadrik verfiigt also iiber ein Regelsystem, das dann rational tiber F,
ist, wenn v/—3 € F, gilt. Also enthilt sie iiber F, genau (p + 1)? Punkte,
wenn p = 1,—5 (mod 12), sonst keine Punkte.

2.2.3 Zusammenfassung

Wir fassen die Untersuchungen in einem Satz zusammen:

2.5 Satz
Fiir p € P,p > 5 ist die Reduktion von M auf [, wieder eine glatte Varietat.
Dariiber hinaus gilt:

e Fallsp=1,—5 (mod 12): Alle 130 Singularitaten und die Regelsyste-
me der Tangentialkegel sind rational iiber IF,, und

H#M — #M =130((p + 1)® — 1) = 130(p* + 2p).

e Fallsp= —1,5 (mod 12): Nur die 10 Segre-Nodes (sowie die Regelsy-
steme ihrer Tangentialkegel) sind rational iiber F,, und

#M —H#M =10((p+1)% — 1) = 10(p® + 2p).
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Kapitel 3

(Geschicktes Zahlen von
Punkten

Wir méchten zdhlen, wieviele Punkte M iiber I, enthalt. Dazu miissen
wir eine bestimmte Menge von Punkten aus P5(F,) in die M definierenden
Gleichungen einsetzen. Wir sind daran interessiert, diese Menge moglichst
klein zu halten, ohne den Aufwand fir ihre Bestimmung zu gro geraten
zu lassen. Wir nutzen natirlich die Symmetrie von M unter der Operation
von g aus.

3.1 Darstellungen von >4-Bahnen

Sei B C P5(F,) eine Bahn unter der Operation von g durch Vertauschung
der Koordinaten. Sei £ € {0,...,5} maximal gewdhlt, so da§ es einen
entsprechend normierten Punkt P = (X : X7 : -+ : X5) € B mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

e Die Koordinaten von P werden durch positive Zahlen < p reprasen-

tiert, also
X0, X1,..., X5 € {0,...,p— 1}.

e Die Koordinaten von P sind aufsteigend geordnet, also

Xo < X7 <--- < Xs.

e Die ersten k Koordinaten von P sind < 1, also

Xo,...,X; = 0,
Xit1,.., X = L.

mit einem passenden i € {0,...,k —1}.
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Wir nennen dann das Tupel
[Xo, X1,...,X5]

(in eckigen Klammern) eine Darstellung der Bahn B. Diese ist allerdings
nicht immer eindeutig, so lisst sich etwa iiber Fo3 der Punkt

(1:1:2:5:7:7)
auch auf
(10:10:20:4:1:1)

normieren. Seine Yg-Bahn hat damit mindestens zwei zulassige Darstellun-
gen, namlich
[1,1,2,5,7,7] und [1,1,4,10,10,20]

Zwei unterschiedliche Bahnen konnen aber keine gleiche Darstellung haben.
Wir ordnen nun die Menge aller den obigen Bedingungen geniigenden Dar-
stellungen der Bahn B lexikographisch durch

[X(),Xl,...,X5] < [Yb,Yi,...,Y5] <= X; =Y; furi < j und Xj < Y]
Sie enthilt dann beziiglich dieser Ordnung ein eindeutiges minimales Ele-
ment.

Wenn wir nun die Punkte in P?(F,) (auf-)zihlen wollen, so konnen wir statt-
dessen untersuchen, wieviele minimale Darstellungen es gibt und wieviele
Punkte jeweils auf den 3g-Bahnen liegen, die diesen Darstellungen zugeord-
net sind. Dazu wollen wir (minimale) Darstellungen in Typen einteilen.

3.1.1 Typen von Darstellungen

Sei [Xo, X1,...,X5] (nicht unbedingt minimale) Darstellung einer ¥¢-Bahn
iber F,. Wir bezeichnen mit a;, 0 <4 < p — 1, die Anzahl der X}, fiir die
X; =1 gilt. Nach Konstruktion steht

ar>a; fur i>1

fest. Als den Typ der Darstellung bezeichnen wir das absteigend sortierte
Tupel (ao, a1, - .., ap—1), wobei wir Nullen weglassen. Dann gibt es genau 11
verschiedene Typen:

(6) (3,3) (2,2,1,1)
(5,1) (3,2,1) (2,1,1,1,1)
(4,2) (3,1,1,1) (1,1,1,1,1,1)
(4,1,1) (2,2,2)




3.1.2 Wieviele Punkte liegen auf den Bahnen?

A priori konnen auf den Yg-Bahnen, deren minimale Darstellungen von ei-
nem gewissen Typ sind, folgende Anzahlen von Punkten liegen:

(6) 1(3,1,1,1) 120
(5,1) (2,2,2) 90
(4,2) 15 || (2,2,1,1) 180
(4,1,1) | 30| (2,1,1,1,1) 360
(3,3) 20 || (1,1,1,1,1,1) | 720
(3,2,1) | 60

Die tatsichliche Anzahl von Punkten auf der Bahn muf} ein Teiler der an-
gegebenen Zahl sein. Wir mochten letztendlich die Anzahl der Punkte auf
M bestimmen und sind daher nur an den Bahnen von Punkten P € P5([F,)
interessiert, fiir die S1(P) = 0 gilt. Sei also B Bahn eines solchen Punktes.
Wir unterscheiden nach dem Typ der minimalen Darstellung von B. Seien
fiir diese Darstellung a;, 0 < i < p — 1 wie oben gegeben.

(6): Dieser Typ kann fiir p > 5 nicht auftreten.
(5,1): ag = 5 ist unmoglich, also a; = 5 und #B = 6.
(4,2): Wieder muB a; = 4 gelten und daher #B = 15.

(4,1,1): Es gilt ap = 4 oder a; = 4. Im ersten Fall folgt #B = 15, sonst
#B = 30.

(3,3): ap = 3 ist fiir p # 3 unmoglich, also ist a1 = 3 und B die Bahn des
Punktes (1:1:1:—1:—1:—1). Deshalb ist #B = 10.

(3,2,1): Alle a;, die nicht Null sind, sind paarweise verschieden. Also muf
#B = 60 gelten.

(3,1,1,1): Gilt ay = 3, so #B = 120. Sei also gy = 3,a; = 1. Dann ist
B die Bahn eines Punktes der Form (0: 0:0:1:a:5). Istab=1
(mod p) und a (oder dquivalent dazu b) dritte Einheitswurzel, so folgt
#B = 40, sonst #B = 120.

(2,2,2): Gilt ap =0, so ist B die Bahn des Punktes (0:0:1:1:—1:—1)
und damit #B = 45. Sei also ag # 0. Dann ist B die Bahn eines
Punktes der Form (1 : 1 : @ : a : b : b). Ist (wie oben) ab = 1
(mod p) und a (oder dquivalent dazu b) dritte Einheitswurzel, so folgt
#B = 30, sonst #B = 90.

(2,2,1,1): Es gilt a; = 2. Gilt dazu a,1 = 2, so ist B die Bahn eines
Punktes der Form (1:1: —1: —1:a: —a) und damit #B = 90. In
allen anderen Fillen gilt #B = 180.
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(2,1,1,1,1): Gilt a1 = 2, so #B = 360. Sei also a; = l,a90 = 2. B
ist dann Bahn eines Punktes der Form (0 : 0 : 1 : a : b : ¢). Gilt
a = —1 oder b = —1 oder ¢ = —1 (mod p), so ist #B = 180. Sind
a, b, c unterschiedliche Potenzen derselben vierten (aber nicht zweiten)
Einheitswurzel, so ist #B = 90. In allen anderen Fallen ist #B = 360.

(1,1,1,1,1,1): Sei zunichst a9 = 1. B ist dann Bahn eines Punktes der
Form (0 :1:a:b:c:d). Sind a,b,c,d unterschiedliche Potenzen
derselben funften Einheitswurzel, so ist # B = 144, sonst #B = 720.

Sei jetzt ap = 0. Dann liegt auch ein Punkt der Form (1:a:b:c:d:
e) auf B. Sind a, b, ¢, d, e unterschiedliche Potenzen derselben sechsten
(aber nicht zweiten oder dritten) Einheitswurzel, so #B = 120.

Liegt hingegen auch ein Punkt der Form (1 :a : a?: b : ba : ba®) auf
B, so daB a eine dritte Einheitswurzel ist, und ist b, ba, ba® # —1, so

#B = 240.
Liegt hingegen auch ein Punkt der Form (1: —1:a: —a: b: —b) auf
B, so #B = 360.

In allen anderen Fallen ist #B = 720.

3.1.3 Wann ist eine gegebene Darstellung minimal?

Wir kénnen also jetzt, wenn wir eine minimale Darstellung gefunden haben,
bestimmen, wieviele Punkte auf der zugehorigen ¥4-Bahn liegen. Ein letztes
Problem besteht noch darin, zu entscheiden, ob eine gegebene Darstellung
minimal ist. Sei wieder B Bahn eines Punktes P € P°(F,) mit S;(P) = 0.
Sei irgendeine Darstellung von B gegeben. Wir unterscheiden wieder nach
dem Typ der Darstellung:

(6): Dieser Typ kann fiir p > 5 nicht auftreten.
(5,1) oder (4,2) oder (3,2,1): In diesen Fillen gilt stets
a1 >a; fur > 1.

Deswegen ist die Darstellung schon eindeutig und damit minimal.
(Wir kénnen durch Multiplikation mit Kérperelementen keine kleinere
Darstellung errreichen.)

(4,1,1): Gilt a; = 4, so ist die Darstellung mit demselben Argument wie
oben eindeutig. Gilt hingegen ay = 4, so ist die Darstellung gleich
[0,0,0,0,1,p — 1] und daher auch eindeutig.

(3,3): Die Darstellung muf gleich [1,1,1,p — 1,p — 1,p — 1] sein und ist
daher eindeutig.
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(2,1,1,1,1): Ist a1 = 2, so ist die Darstellung eindeutig. Ist dagegen ay = 2,
so muf sie nicht minimal sein.

(2,2,1,1): Ist ag = a1 = 2, so ist die Darstellung eindeutig. Ist ag # 2, so
muf sie nicht minimal sein.

(2,2,2): Ist ap = a; = 2, so ist die Darstellung gleich [0,0,1,1,p — 1,p — 1]
und damit eindeutig. Ist ag # 2, so muf} sie nicht minimal sein.

(1,1,1,1,1,1): Man sieht es keinem Fall an, ob die Darstellung minimal ist.

In den Fillen, in denen wir nicht a priori sagen kénnen, ob die Darstellung
minimal ist, miissen wir es ausrechnen. Wir konnen dazu die Eintrage der
Darstellung mit Elementen aus F, durchmultiplizieren, das so gewonnene
Tupel sortieren und untersuchen, ob wir wieder eine Darstellung und viel-
leicht sogar eine kleinere erhalten. Alle zuldssigen Darstellungen zu einer
Bahn entstehen so.

Wir fithren die Vorgehensweise an dem schon verwendeten Beispiel vor. Sie
also B die Bahn des Punktes (10 : 10 : 20 : 4 : 1 : 1) € P?(Fp3). Sei die
zuldssige Darstellung [1,1,4,10, 10,20] vom Typ (2,2,1,1) gegeben. Es gilt
alsoag = 0,a1 = 2,a4 = 1,019 = 2, a99 = 1, und die Darstellung muf} nicht a
priori minimal sein. Nur fiir j = 10 gilt a1 = a;. Wir konnen also hochstens
durch Multiplikation mit 10! = 7 eine andere zulissige Darstellung finden.
Wir erhalten das Tupel [7,7,5,1, 1,2], nach Sortieren [1,1,2,5,7,7]. Dies ist
tatsachlich eine zuldssige und sogar minimale Darstellung.

Der Nachteil dieser Vorgehensweise ist die Notwendigkeit der Berechnung
von multiplikativen Inversen in endlichen Kérpern.

3.2 Die Zahlmethode

Wir wollen die erarbeiteten Methoden verwenden, um zu ermitteln, wieviele
Punkte M (oder eine andere der Yg-invarianten Quintiken) iiber I, enthalt.
Wir gehen wie folgt vor:

e Zahle alle zulassigen Darstellungen uber F, auf, die zu Bahnen von
Punkten gehoren, fur die S; = 0 gilt. Dies ist leicht durch 5 geschach-
telte Zahlschleifen (for-Schleifen) zu realisieren.

e Ermittle zu jeder Darstellung, ob sie minimal ist. (Abschnitt 3.1.3)

e Falls ja, setze einen Punkt aus der zugehdrigen Bahn in die jeweilige
Gleichung ein. Liegt der Punkt auf der Quintik, ermittle die Anzahl
der Punkte auf seiner Bahn. (Abschnitt 3.1.2)
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3.3 Ergebnisse

3.3.1 Wieviele Punkte miissen getestet werden?

Die folgende Tabelle listet fiir alle Primzahlen p < 100 die Zahl d), der mini-
malen Darstellungen auf, die zu 3g-Bahnen von Punkten gehoren, in denen
Sy verschwindet; dann die Zahl der Elemente in P*(F,) und den Quotienten
dieser beiden Zahlen, also die durchschnittliche Anzahl von Elementen auf
den Yg-Bahnen.

p dy #P*(F,) | Quotient
2 3 31 10
3 6 121 20
5 13 781 60
7 27 2801 103
11 79 16105 203
13 129 30941 239
17 285 88741 311
19 409 137561 336
23 761 292561 384
29 1681 732541 435
31 2127 954305 448
37 3981 1926221 483
41 5757 2896405 503
43 6849 3500201 511
47 9473 4985761 526
53 14757 8042221 544
59 21995 12326281 560
61 24925 14076605 564
67 35449 20456441 577
71 44109 25774705 584
73 49005 28792661 587
79 66123 39449441 596
83 79787 48037081 602
89 104145 63455221 609
97 144833 89451461 617

Man erkennt den erwarteten Effekt, da3 ndmlich der Anteil der Bahnen
mit minimalen Darstellungen vom Typ (1,1,1,1,1,1) mit wachsendem p
zunimmt. So muf} also beispielsweise fiir p = 97 nur fiir etwa 1/617 aller
Punkte aus P*(Fy7) iiberhaupt getestet werden, ob sie auf M liegen.
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3.3.2 Und wieviele Punkte liegen nun auf M ?

Die folgende Tabelle listet fiir alle Primzahlen 5 < p < 199 die Anzahl
#M der Punkte auf M iiber [F, auf und auch, wieviele davon singular sind.
Letzteres bestatigt die Ergebnisse aus Kapitel 2.

p #M | singular P #M | singular
5 370 10 97 1184090 130
7 1130 130 101 1132930 10
11 2530 10 103 1400570 130
13 5930 130 107 1341010 10
17 7930 10 109 1639370 130
19 15770 130 113 1571050 10
23 17290 10 127 2522090 130
29 32770 10 131 2417410 10
31 55610 130 137 2759770 10
37 87770 130 139 3250970 130
41 85690 10 149 3528370 10
43 130730 130 151 4109450 130
47 126010 10 157 4593050 130
53 176770 10 163 5113370 130
59 240850 10 167 4938490 10
61 333050 130 173 5475250 10
67 427850 130 179 6056290 10
71 407530 10 181 6892490 130
73 541370 130 191 7335370 10
79 672890 130 193 8289530 130
83 641170 10 197 8029090 10
89 783370 10 199 9050330 130

Die Primzahlen von schlechter Reduktion sind 2 und 3. Uber F, gilt M =
P*; iiber F3 enthilt M 91 Punkte, von denen 11 singulir sind.

3.3.3 Kosten-Nutzen-Rechnung

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob der verwendete Algorithmus eine Zeiter-
sparnis bringt, die den theoretischen Aufwand dieses Kapitels rechtfertigt.
Zu Vergleichszwecken habe ich deshalb noch den ”dummen” Algorithmus
implementiert, der alle Punkte aus P* durchliuft und in die Gleichung ein-
setzt. Die folgende Tabelle enthélt fiir einige Primzahlen die Laufzeiten in
Sekunden (auf Sun Ultra 10, 300 MHz, Solaris 5.6) beider Algorithmen und
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den Unterschiedsfaktor.

p | ”schlau” | "dumm” | Faktor
37 0.4 18.5 46
47 1.1 48 43
59 3.0 119 39
67 5.9 198 33
97 33.4 869 26

Der Zeitgewinn ist also wesentlich, nimmt aber mit wachsendem p relativ
gesehen ab. Ein entscheidender Faktor dafiir ist die Notwendigkeit der Be-
rechnung von multiplikativen Inversen. Sicherlich ist es auch noch moglich,
den Algorithmus zu optimieren. Fiir unsere Zwecke reicht es jedoch meistens
aus, Anzahlen von Punkten fiir Primzahlen p < 100 zu kennen; und diese
werden mit den in diesem Kapitel entwickelten Methoden jedenfalls schnell
genug berechnet.
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Kapitel 4

Die L-Reihe von M

Wir haben durch Auflésung der Singularititen von M eine glatte Varietit
M erhalten. Wir zeigen, da die mittlere Kohomologie von M 2-dimensional
ist; wir bestimmen deren L-Reihe und zeigen, daf} sie bis auf eventuel-
le Euler-Faktoren bei den Primzahlen von schlechter Reduktion gleich der
L-Reihe der modularen Form n(7)%n(27)%n(37)?n(67)? ist, der eindeutigen
Cusp-Form vom Gewicht 4 und Level 6.

4.1 Galois-Darstellungen

Wir miissen spéter die Wirkung linearer Abbildungen auf IF,-Vektorraume
(némlich der Frobenius-Abbildungen auf die Kohomologie von M) unter-
suchen. Das Werkzeug dazu sind die im Folgenden vorgestellten Galois-
Darstellungen.

Sei G = Gal(Q/Q) die Gruppe der Automorphismen von Q. G ist eine
kompakte Gruppe beziiglich der Krull-Topologie. Sei [ € P und V ein n-
dimensionaler (j-Vektorraum. Die volle lineare Gruppe

Aut(V) = Autg, (V) = GL,(Q)

der Automorphismen von V ist eine [-adische Lie-Gruppe beziiglich der von
Homg, (V, V) induzierten natiirlichen Topologie. Eine (I-adische) Galois-
Darstellung (von G) ist nun ein stetiger Gruppenhomomorphismus

p: G — Aut(V).

Das Bild von p in Aut(V) ist dabei stets abgeschlossen.
Die Theorie der Galois-Darstellungen wird in [16] entwickelt.

Wir wollen zunichst die (riesige) Gruppe G besser verstehen und fithren
dazu den Begriff des Frobenius-Elements ein. Wir halten uns dabei an [13].
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Sei zunachst K eine beliebige endliche galoissche Erweiterung von Q. Die
Galoisgruppe Gal(K/Q) lasst den Ring Ok der ganzen Zahlen in K invari-
ant, so daB wir eine induzierte Wirkung von Gal(K/Q) auf der Menge der
Ideale in Ok erhalten. Speziell wird die Menge der Primideale p von Ok, die
die Primzahl p enthalten, permutiert. Die Untergruppe D, von Gal(K/Q),
die p fest lasst, heiBit Zerlegungsgruppe von p in Gal(K/Q).

Der endliche Kérper F, = Ok /p ist eine Erweiterung des Korpers I, und
heiflt der Restklassenkorper von p. Die Erweiterung F,/F, ist galoissch;
ihre Galoisgruppe ist die zyklische Gruppe, die von dem Frobeniusautomor-
phismus ¢, : z — zP von F, erzeugt wird. Wir erhalten einen natiirlichen
surjektiven Homomorphismus D, — Gal(F, /F,), indem wir ein § € Dy, mit
dem durch ¢ induzierten Automorphismus von Ok /p assoziieren. Ist er in-
jektiv fur ein p, so auch fiir alle p. Wir sagen dann, dafl die Primzahl p
unverzweigt ist fir die Erweiterung K/Q (Dies gilt stets fiir fast alle Prim-
zahlen p.). In diesem Fall hat ¢, also fiir jedes p ein eindeutiges Urbild Frob,
in Dy, genannt der Frobeniusautomorphismus fiir p. Die Frob, sind konju-
giert in Gal(K/Q). Es ist daher iiblich, sie alle mit Frob, zu bezeichnen
(was also ein bis auf Konjugation wohldefiniertes Element von Gal(K/Q),
das Frobenius-Element bei p, liefert).

Wir mochten das Konzept von Frobenius-Elementen gerne auf unendliche
algebraische Erweiterungen K/Q (insbesondere auf Q/Q) ausdehnen. Sei
wieder p € P, und sei p eine Primstelle von Q, die iiber p liegt (Das ist eine
geeignete Auswahl von Primidealen, die iiber p liegen, aus den Ok fiir alle
endlichen Erweiterungen K von Q ).

Wir assoziieren zu p analog einen Restklassenkorper [F, und eine Zerlegungs-
gruppe D, < Gal(K/Q). Es gibt wieder einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus Dy — Gal(Fy /F,). Der Frobeniusautomorphismus ¢, :  — 2P
erzeugt Gal(F, /F,) topologisch, d.h. sein Erzeugnis ist dicht in Gal(F, /F,).
Wir bezeichnen den Kern der Abbildung D, — Gal(F,/F,) mit I,. Da
die p alle konjugiert sind durch Elemente aus Gal(K/Q), sind auch alle die
I, konjugiert. Wir konnen also die Primzahl p wieder unverzweigt fiir die
Erweiterung K/Q nennen, wenn eines der I, trivial ist.

Ist nun p : Gal(K/Q) — H ein Gruppenhomomorphismus, so enthélt der
Kern von p eines der I, genau dann, wenn er alle [, enthalt. Ist p speziell
eine Galois-Darstellung, so heifit sie in diesem Fall unverzweigt bei p. Dies ist
gleichbedeutend mit der Aussage, dafl p unverzweigt ist fiir die Erweiterung
L/Q, die dem Kern von p als Untergruppe von G zugeordnet wird.

Wir nennen nun fiir p € P jedes Urbild der Abbildung D, — Gal(F, /F,) fiir
ein p iiber p ein Frobenius-Element fiir p in Gal(KX/Q). Ein solches bezeich-
nen wir wieder mit Frob,. Diese Bezeichnung wird (im fiir uns interessanten
Fall K = Q) dadurch gerechtfertigt, daB wir nicht die Gruppe Gal(Q/Q)
direkt anschauen, sondern eine Galois-Darstellung davon. Ist nadmlich die
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Galois-Darstellung p unverzweigt bei p, so sind nach den obigen Ausfithrun-
gen die Bilder der Frobenius-Elemente fiir p bis auf Konjugation gleich.
Insbesondere sind Spur und Determinante gleich.

Eine wichtige Anwendung des Dichtesatzes von Tchebotarev ist es, dal die
Frobenius-Elemente fiir die unverzweigten Primzahlen eine dichte Teilmenge
von Gal(K/Q) bilden. Insbesondere kénnen wir Aussagen iiber das Verhal-
ten der Frobenius-Elemente unter stetigen Abbildungen (wie etwa der Spur
einer Galois-Darstellung) auf die ganze Gruppe ausdehnen.

Wir mochten Galois-Darstellungen miteinander vergleichen kénnen. Dazu
benotigen wir einen Gleichheitsbegriff, der schwach genug ist. Zunachst
einmal sind alle Galois-Darstellungen p, denen wir im Folgenden begegnen
werden, rational (bzw. ganz), d.h. p ist unverzweigt auerhalb einer endli-
chen Menge S C P, und fiir p € P,p ¢ S haben die (”charakteristischen”)
Polynome det(1 — p(Froby)t) Koeffizienten in Q (bzw. Z). Ist p’ eine wei-
tere rationale Darstellung mit derselben Menge S und det(1 — p(Froby)t) =
det(1 — p'(Froby)t) fiir alle p ¢ S, so heiflen p und p' kompatibel.

Sei nun p : G — Aut(V) eine rationale Galois-Darstellung. Dann hat V'
eine Kompositionsreihe

V=VD>ViD>-2V,=0

maximaler Lange von p-invarianten Unterraumen. Wir gewinnen daraus
eine neue Galois-Darstellung

g—1
PG — Aut(V) mit V' = Z Vi/Vit1.
i=0

Diese ist wieder rational und heifit (eine) Halbvereinfachung von p. Die-
ser Begriff erklart sich daher, dafl das Bild von p’ in V die Struktur einer
halbeinfachen Lie-Gruppe hat. Es gilt, dafl es zu jeder rationalen [-adischen
Galois-Darstellung p genau eine (bis auf Isomorphismus eindeutige) mit p
kompatible und halbeinfache [-adische Darstellung gibt (genannt ”die” Halb-
vereinfachung von p).

4.2 Arithmetische Eigenschaften von Varietaten

Wir wollen nun die (bewiesenen) Weil-Vermutungen iiber die Zeta-Funktion
einer Varietat formulieren, die direkt mit den Anzahlen von Punkten uber
endlichen Korpern auf der Varietiat zu tun haben, und im Zusammenhang
damit die l-adische Kohomologie einer Varietat einfithren. Die zugehorige
Theorie wird in [12] ausfiihrlich und in [8], Anhang C, sehr iibersichtlich
dargestellt.
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Sei X eine glatte projektive Varietdt der Dimension n uber C, die durch
Gleichungen gegeben ist und modulo p fir p € P reduziert werden kann (wie
z.B. M) Die folgenden Aussagen gelten zwar allgemeiner, wir benotigen
aber nur diesen Spezialfall.

4.2.1 Zeta-Funktionen, die Weil-Vermutungen und /-adische
Kohomologie

Sei p € P fest. Wir bezeichnen mit v, die Anzahl der Punkte, die X iiber
F,~ enthalt. Die Zeta- Funktion von X zur Primzahl p ist dann definiert als

o0 t/r-
Zy(t) = exp (Z Vpr ?> .
r=1

Die (bewiesenen) Weil-Vermutungen besagen nun unter anderem die folgen-
den Tatsachen:

Zp(t) ist eine rationale Funktion in ¢ und ldsst sich schreiben als

_PO)B(@R) - Pona(?)
Z(t) = Po(t)P2(t)"'P2nzt) '

Die P; = P, ; sind Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten und zerfallen in

Pi(t) = [ (1 - wijt),

J
wobei die w;; von | unabhéingige algebraische Zahlen sind. Schlielich gilt

jwig) = 2.

Bis auf die letzte folgen diese Eigenschaften relativ leicht, wenn man ei-
ne "gute” Kohomologietheorie (oder auch Weil-Kohomologietheorie) auf X
hat. Die erste solche Theorie war die von Grothendieck entdeckte [-adische
Kohomologie. Die letzte Eigenschaft wurde dann spater von Deligne bewie-
sen.

Sei jetzt [ € P, [ # p und Z; = l(iLnZ/l’"Z der Ring der [-adischen Zahlen

mit Quotientenkorper . Dann ist die (i-te) [-adische Kohomologie von X
definiert durch

H'(X, Qi) = (lim Hy (X, Z/I'Z)) ®z, Q,

wobei Hét (die ebenfalls von Grothendieck gefundene) étale-Kohomologie
beziiglich der étale-Topologie bezeichnet (siehe [12]). Die Gruppen H*(X, Q)
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sind Vektorraume uber ;. Sie sind endlich-dimensional fur 0 < 7 < 2n,
sonst Null. Wir werden uns vor allem fiir die Zahlen

B := dimg, H'(X, Q)

interessieren. Daher ist fiir uns wichtig, dafl Poincaré-Dualitat gilt, d.h. es
gibt perfekte Paarungen

H'(X,Q) x H*" (X, Q) — H™(X, Q)
fir 0 <4 < 2n. Insbesondere ergibt sich
ht = K2, 0<i<2n.

Nur mit der Definition sind die h* schlecht auszurechnen; es gilt jedoch der
Vergleichssatz ' '
H'(X,Q)®q C= H(X,C),

wobei X auf der rechten Seite als Varietat tiber C betrachtet wird. Es ist
also auch moglich, die h* iiber "normale” (topologische) Kohomologie zu
berechnen.

Es gilt auflerdem der Fizpunktsatz von Lefschetz: Sei f: X — X ein Mor-
phismus. Dadurch werden Vektorraumhomomorphismen f* : H (X, Q) —
H'(X,Q) induziert. Seien alle Fixpunkte von f isoliert mit ” Multiplizitiit
1”7 (d.h. der Schnitt des Graphen von f mit der Diagonale in X x X ist
transversal), und sei N(f, X) die Anzahl der Fixpunkte von f. Dann gilt

2n

N(f,X) = (~1)' Spur(f*|H (X, Q)).

1=0

Wir wollen diesen Satz speziell auf die Frobeniusabbildung F), : X — X
anwenden, die einem Punkt (X;) den Punkt (X?) zuordnet; denn es ist vpr
gerade die Anzahl der Fixpunkte der r-ten Iterierten F;, also

2n

vpr = Y _(=1)' Spur((F)*[H' (X, Q).

1=0

Die induzierte Abbildung F} : H(X,Q) — H*(X,(Q) kénnen wir auffas-
sen als das Bild eines Frobeniuselements Frob, in Gal(Q/Q). Da die Fro-
beniuselemente nach dem Dichtesatz von Tchebotarev dicht in Gal(Q/Q)
liegen, konnen wir so [-adische Galois-Darstellungen

pri - Gal(Q/Q) — GLpi (Q)
mit

pu,i(Froby) = (Fp)*|Hi(Xan)
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definieren, und zwar so, dafl sie unverzweigt sind aulerhalb der Primzahlen
von schlechter Reduktion von X und mit den Paarungen

H'(X,Q) x H" (X, Q) —» H"(X, Q)
vertraglich sind. Wir schreiben auch
Frob, |[H(X,Q)  statt  (F,)*|H' (X, Q).
Mit all diesen Voraussetzungen gilt dann fiir die Faktoren der Zeta-Funktion
Pi(t) = det((1 — Frob, t)|H' (X, Q).

Die w;; sind also gerade die Eigenwerte von Frob, |[H!(X, Q).

Insbesondere ist der Grad von P; gleich h'. Es gilt h° = h?" = 1, und die
Wirkung von Frob, auf H°(X,Q) baw. H?"(X,Q) ist die Identitit bzw.
Multiplikation mit p" (vgl. [12], §12). Also gilt

Py(t)=1—t und P,(t)=1-p".

4.2.2 [L-Reihen

In der von den Frobeniuselementen induzierten Wirkung auf die [-adische
Kohomologie ist also die Information iiber die Anzahl der Punkte auf X uber
endlichen Korpern codiert. Die L-Reihe oder L-Funktion von X (eigentlich
von H™(X,(Q)) ist nun die formale Dirichlet-Reihe

o
a
L(s,X)=)_ k—’;
k=1

Hierbei ist a1 = 1, a, = Spur(Frob, |H™(X,Q)) fir p € P, und fiir ¢ ¢ P ist
aq das Produkt der ap, zu den Primfaktoren p von g.

Wir haben nach den Weil-Vermutungen die Abschitzungen
lap| = | Spur(Frob, |[H™(X,Q))| < A" p/?

und daher nach einem allgemeinen Resultat iber Dirichlet-Reihen (absolute)
Konvergenz von L(s, X) fiir gentigend grofien Realteil von s. In diesem Fall
hat L(s, X) die Euler-Produktentwicklung

1

L(s,X) = g P

Es gibt eine Vermutung, da§ L(s, X) sich immer als Linearkombination von
L-Reihen modularer Formen (s. Abschnitt 4.4) darstellen 1a8t, daf§ also ein
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direkter Zusammenhang besteht zwischen den Anzahlen von Punkten auf X
iiber endlichen Kérpern und zwischen modularen Formen. Diese Vermutung
ist Teil des Langlands-Programms. Ich habe keine Quelle gefunden, in der
sie fiir unsere Zwecke sinnvoll aufgeschrieben ist. S. Bloch hat sich damit
beschiftigt, aber wohl nie etwas verdffentlicht. Dartiberhinaus ist in [21]
eine Arbeit von M. H. Saito und N. Yui angekiindigt, die aber auch noch
nicht erschienen ist. Wir werden deshalb die Ergebnisse fiir unsere Familie
von Quintiken nur vorstellen, ohne sie in den grofien Kontext einzuordnen.

4.3 Anwendung auf M

Wir wollen die Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt auf die Varietit M
anwenden. Um die Zeta-Funktion von M zu bestimmen, benétigen wir
zunichst die noch fehlenden A*,1 < i < 5. Da M eine Hyperfliche ist, gilt
HY(M,0Ox) = 0 (vgl. [8], Theorem III.3.5). Aus der Exponentialsequenz
konnen wir dann die exakte Sequenz

0— H'(M,Z) — H'(M,0x) — H'(M,0%) — -+~
herleiten (vgl. [8], Anhang B.5). Also gilt
H'(M,Z) = 0.

Sei Z i bzw. Zaq die konstante Garbe auf M bzw. M und +Z i die
direkte Bildgarbe von Z ; auf M fiir den Blow-Up f : M — M. Sei
weiterhin R! f, der erste rechts-abgeleitete Funktor von f,. Der Anfang der
Leray-Spektralsequenz fir f ist dann

0 — H'(M, f.Z ) — H'(M,Z ) — H (M,R'f.Z ) — -

Die Fasern f~!(P) der Punkte P aus M sind (Punkte oder) Quadriken, also
zusammenhangend; deshalb gilt

FiZg =T
Sie sind sogar einfach zusammenhangend; deshalb gilt auBerdem
R'f.Z =0.
Daraus folgt sofort
HY(M,Z) = H' (M, Z ) =0,
also h! = h% = 0 und deswegen P (t) = P5(t) = 1.

Sei fiir den Moment X eine projektive Varietat. Wir bezeichnen mit §;(X) :=
dim H*(X,Q) ihre i-te Betti- Zahl und nennen noch d(X) := dim H*(X, Q) —
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1 ihren Defekt. Ist X speziell eine Hyperfliche vom Grad n in P* mit ins-
gesamt s Singularitaten, die alle gewohnliche Doppelpunkte seien, so finden
wir in [22] fiir die Betti-Zahlen von X und einer (groBen) Auflésung X von
X die Formeln:

Ba(X) 1

Bs(X) = n*—5n®+10n% —10n +4 — s+ d(X)
Be(X) = Bu(X) = 14s+d(X)

B3(X) = n*—5n2410n? — 10n + 4 — 25 + 2d(X)

Speziell fir X = M mit Auflssung X = M ist B;(M) = A?, und mit
d := d(M) ergibt sich:

h* = 204-2-130+2d = 2d—56 und

R = k' = d+13L
Also koénnen wir, wenn wir den Defekt d kennen, h? und h3 ausrechnen.
In [22] ist eine Methode dazu angegeben, die allerdings (zum Beispiel) das
Berechnen des Koranges einer 126 x 130-Matrix erfordert (Das Ergebnis ist

d = 29, was schon in [19] erwdhnt wurde.). Wir verwenden stattdessen die
aus den Weil-Vermutungen stammende Abschitzung

| Spur(Frob, |[H*(M, Q)| < p*/?h*

und unsere Ergebnisse iber das Zahlen von Punkten auf M iiber endlichen
Korpern. Diese Methode wurde u.a. von B. van Geemen entwickelt und
zum Beispiel in [18] angewendet.

Sei p € P,p > 5. Wahlen wir p = 1,—5 (mod 12), so ist #M = #M +
130(2p + p?), und alle Singularititen von M sowie die Regelsysteme der
Tangentialkegel sind rational uiber F,. In diesem Fall wird H 2(M,Q) von
Divisorklassen aufgespannt (vgl. [18]). Deswegen ist die Wirkung von Frob,
auf H2(M, Q) einfach Multiplikation mit p, und es folgt

Py(t) = (1 —pt)h2 und  Spur(Frob, |H?(M,Q,)) = ph®.
Aufgrund der Poincaré-Dualitit ist die Wirkung von Frob,, auf H*(M, Q)
Multiplikation mit p?, und es folgt

Pi(t) =11 —th)h4 und  Spur(Frob, |H*(M,Q,)) = p*h*.
Der Fixpunktsatz von Lefschetz liefert uns

6
#M = ) (—1)" Spur(Frob, |H'(M,Q))
1=0
= 1+ ph® — Spur(Frob, |H3(M,Q)) + p*h* + p?
= 1+p° +p(p + 1)h* — Spur(Frob, |H3(M,Q)).
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Wegen der schon erwahnten Abschatzung
| Spur(Frob, |H*(M, Q)| < p*/?h?
folgt
[#M —1-p* —pp+ )I?| < p**K°
p*/%(2d — 56) = p*/2(2h? — 318).

IN

Speziell fiir p = 13 erhalten wir die Ungleichung
29082 — 182h%| < 13%/2(2h? — 318)

und daraus k%2 = h* = 160 und h3 = 2 (und wieder d = 29). In diesem Fall
hat also die Zeta-Funktion von M die Form
Ps(t)
Zn(t) = .
P = (T = pt) (1 — p2)90(1 = %)

Betrachten wir nun noch den Fall p = —1,5 (mod 12). Hier kann die Wir-
kung von Frob, auf H?(M, Q) komplizierter sein. Es gilt jedoch

Py(t) = 1 — ¢ - Spur(Frob, |H*(M,Q)) + O(t),

und da nach den Weil-Vermutungen P5(t) ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten ist, ist auch Spur(Frob, |[H?(M,Q;)) eine ganze Zahl. Da sich
jeder Eigenwert von Frob, |H?(M, Q) als p-faches einer Einheitswurzel dar-
stellen lasst, mufl sogar

Spur(Frob, |[H*(M, Q) =p-k
fiir ein k € Z, |k| < h? gelten. Wegen der Poincaré-Dualitit ist entsprechend
Spur(Frob, |[H*(M,Q)) = p* - k.

Es gilt #M = #M + 10(2p + p?). Wir berechnen den Wert von k durch
eine dhnliche Abschitzung wie oben:

|#M -1 _p3 —k(p+p2)| Sp3/2h3 _ 2p3/2
Speziell fiir p = 17 erhalten wir die Ungleichung
6246 — 306k| < 34v/17

und daraus k = 20.
Wir definieren fur p € P,p > 5

ap := Spur(Frob, |H3(M,Q)).
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Nach den obigen Berechnungen haben wir also jetzt die Formeln
ap =1 —100p + 30p® + p* — #M, falls p=1,—5 (mod 12)

und
ap=1+10p° +p> —#M,  fallsp=—1,5 (mod 12).
Wir erhalten beispielsweise:

p|5| 7|11|13] 17]|19]| 23]
ap | 6| —16] 12| 38 | —126 | 20 | 168 |

4.4 Modulare Formen

4.4.1 Modulare Formen fiir ['4(N)

Wir fithren jetzt modulare Formen ein. Das sind analytische Funktionen mit
speziellen Symmetrieeigenschaften, die eine Reihen- bzw. Produktexpansion
”in 00” haben. Die Theorie wird zum Beispiel in [10] ausfiihrlich dargestellt.

Sei I' = SL(2, Z) die volle modulare Gruppe. Die Gruppen

I‘O(N)::{(Z 2)er ‘ c=0 (modN)} fiir N € N

haben endlichen Index in I' und heiflen Hecke- Untergruppen von I'.
Eine uneingeschrankte modulare Form vom Gewicht k € Z und Level N € N

ist eine analytische Funktion f auf H mit

f(yr) = (er + d)F (1) fiir alle v = ( Z 2 ) ely(N), 7€Ml

Hierbei ist natirlich y7 = (a7 + b)/(ct + d) das Bild von 7 unter der ~y
zugeordneten Mobius-Transformation. f hat stets eine g-FEzpansion

o0
f(r) = Z cng” mit g = e>™7/V,

n=—oo
Gilt ¢, = 0 fir n < 0, so heifit f eine modulare Form. Gilt auflerdem noch
co = 0, so heiflt f eine Cusp-Form.

Die Menge M, (T'o(N)) der modularen Formen vom Gewicht £ und Level N
ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die Cusp-Formen vom Gewicht
k und Level N bilden einen Unterraum S (To(N)) < Mg(To(N)).

Sk(To(N)) ist orthogonale Summe simultaner(!) Eigenrdume fiir gewisse
Operatoren, die Hecke-Operatoren. Eine Cusp-Form, die ein Eigenvektor
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fur die Hecke-Operatoren ist, heiflit Eigenform; zwei Eigenformen, die in
dem selben Eigenraum liegen, heiflen dquivalent. Ist rire|N und f(7) eine
Eigenform fir T'g(N/riry), dann ist f(ro7) eine Eigenform fiir I'o(N) mit
denselben Eigenwerten. Solch eine Eigenform wird Oldform genannt. Die
Oldforms spannen einen Unterraum S{¢(Io(N)) < Si(To(N)) auf. Das
orthogonale Komplement dazu wird als Sp¢”(g(N)) bezeichnet und eine
Eigenform darin als Newform. Die Aquivalenzklasse einer Newform ist ein-
dimensional, und Sp¢”(T'o(N)) ist orthogonale Summe dieser Klassen.

Sei f € Sg(To(N)) eine Cusp-Form mit g-Expansion f(7) = >, ¢,¢". Die
L-Funktion (oder L-Reihe) von f ist die Dirichlet-Reihe

Lis, =Y 2, secC

Wir erhalten die L-Funktion aus f, indem wir eine Mellin- Transformation
anwenden:

/ ” f(w)asd—" = (2m) T () L(s, )

Hierbei bezeichnet T'(s fo t5~le~tdt die Gamma-Funktion.

Ist f speziell eine Newform und durch ¢; = 1 normiert, so hat L(s, f) eine
(fiir Re s > k/2 + 1 konvergente) Euler-Produktexpansion der Form

L(s, f) = H (ﬁ) H (1_cpp—sl_|_pk125>.

pEP,p|N pEP,pIN

Insbesondere gilt fiir n ¢ P
Cn = Cp1 """ Cpys
wenn 1 = pj - - - p, die Primfaktorzerlegung von n ist.

Die Dedekindsche 1-Funktion ist definiert durch

n(r) = qi H (1—-4g"), wobei g = %7,

neN
Der Raum S7¢%(I'¢(6)) ist eindimensional mit der eindeutigen normierten
Newform

0(r)*n(2r)*n(37) n(67)°

=q—2¢° - 3¢° +4q¢* + 6¢° + 6¢° —16¢" — 8¢® +9¢° — 12¢'* +12¢'! —12¢"% +
38¢'3 + 32¢'* — 18¢'° + 16¢' — 12647 — 18¢"® + 20¢'% + ... + 168¢% + ...
(vgl. die Tabellen unter [17]).
Soweit angegeben, stimmen die Koeffizienten dieser Newform bei ¢P fiir
Primzahlen p > 5 mit den in der Tabelle in Abschnitt 4.3 berechneten Wer-
ten fiir a, = Spur(Frob, |H?(M,Q;)) iiberein. Es ist unser Ziel, die Gleich-
heit fiir alle Primzahlen p > 5 zu zeigen, d.h. die Ubereinstimmung der L-
Reihen bis auf eventuelle Euler-Faktoren bei den Primzahlen von schlechter
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Reduktion. Das Methode dazu ist ein Vergleich der Galois-Darstellung zur
Kohomologie von M mit der im Folgenden vorgestellten Galois-Darstellung
zu der erwihnten Newform.

4.4.2 Galois-Darstellung zu einer modularen Form

Sei f € Sp¢¥(T'o(N)), k > 2 eine Newform. Die g-Expansion

F) =Y cag”
n=1

von f habe rationale Koeffizienten. Sei [ € P eine Primzahl. Dann gibt es
eine [-adische halbeinfache Galoisdarstellung

pr: Gal(Q/Q) — GLa(Q),

die unverzweigt ist auBerhalb (der Teiler von) N -/ und fiir die gilt:
Spur(p;(Frob,)) = ¢, und det(p;(Frob,)) = p*~ 1, wenn pt N -1

Dadurch ist p; bis auf Isomorphie bestimmt.

Diese Tatsachen wurden von Deligne in [2] bewiesen. Eine lesbare Formu-
lierung (allerdings nur der Existenzaussage, nicht der Konstruktion) findet
sich auch in [3], Theorem 6.1.

4.5 Nicht-kubische Mengen

Wir wollen gleich einen Satz aus [11] verwenden und miissen vorher die
dort verwendeten Notationen erkliren. (Zu diesem Abschnitt siehe [11],
Abschnitt 4, insbesondere Definition 4.1 und Behauptung 4.11)

Sei T eine nicht-leere Teilmenge des n-dimensionalen K-Vektorraums V.
T heiflt nicht-kubisch, wenn jedes homogene Polynom vom Grad d = 3
aus K[X1,...,X,], das auf T verschwindet, auch auf ganz V verschwindet.
Die Menge V — {0} ist in jedem Fall nicht-kubisch; und der Nullvektor
kann natiirlich aus jeder nicht-kubischen Menge entfernt werden (sofern sie
dadurch nicht leer wird).

Ist K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, so konnen wir von einer nicht-
kubischen Menge minimaler Gréfle sprechen und versuchen, die Zahl ihrer
Elemente abzuschatzen. Es gibt in V' aufler dem Nullvektor noch die Vek-
toren

v;, 1<i<q" 1.
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Weiterhin gibt es

[ n+2
(1)
Monome vom Grad 3 in K[X1, ..., X,]. Wir bezeichnen sie mit

P; 1< <d.

Nun kann ein homogenes Polynom P vom Grad 3 in K[X},..., X,| darge-
stellt werden als

d
P:Z)\ZPZ mit \; € K
i=1
Betrachten wir jetzt die Matrix
Pi(vi) oo Py(wn)

Pi(vgn1) --- Fylvg-1)

so ist die Anzahl der Elemente einer minimalen nicht-kubischen Menge in V
héchstens gleich dem Rang von A.

Sei speziell V = (IF)3, also d = 10. Bei geeigneter Vertauschung der Vekto-
ren v; und der Monome P; ergibt sich

(1

1

1
A=1]11 11

11 11

1 1 11
\1111111111

Diese Matrix hat vollen Zeilenrang. Wir konnen also auf diese Weise keine
kleinere nicht-kubische Menge in V als V — {0} bestimmen.

Wir zeigen direkt, dafl es tatsichlich keine kleinere gibt. Dazu reicht es, fur
jeden Vektor in V' —{0} ein homogenes Polynom vom Grad 3 anzugeben, das
nur in diesem Vektor nicht verschwindet. Fiir den Vektor (1,1, 1) wéhlen wir
das Polynom X; X5 X3, fiir den Vektor (1,0,0) das Polynom X3 + X2X, +
X2 X3+ X1 X9 X3 und fiir den Vektor (1,1,0) das Polynom X2 X+ X7 X5 X3.
Der Rest folgt mit Symmetrie.
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Sei jetzt noch V = (IF2)*, also d = 20. Dann erhalten wir

! )

1
11 1 1
1
1 1 1 1
11 1 1
111 11 11 11 1
A= 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 11 11 1 11 1 1
11 1 1
11 11 11 1 11 1
1 11 11 11 11 1
11111111111111111111}

Diese Matrix hat tiber Fo Rang 14 (Die Summe iiber alle Zeilen ist Null,
die Summe iiber weniger Zeilen ist stets ungleich Null.). Wir kénnen also

aus der Menge V' — {0} noch einen beliebigen Vektor herausnehmen, und
die Menge bleibt nicht-kubisch.

Die beiden Beispiele sind natirlich so gewahlt, dal wir sie auch anwenden
konnen. Sei dazu eine endliche Menge S = {s1,...,s,} von Primzahlen
gegeben. Sei Qg das Kompositum aller quadratischen Erweiterungen von
Q, die auBerhalb von S unverzweigt sind. Es gilt

Qs = QIV=1,/51, -, /3k)-
Sei fur s € SU{—-1}

1 falls g Q[v/s] fest lasst

—1 sonst

xs : Gal(Qs /Q) — Z/2Z,  x,(g) = {

der quadratische Galois-Charakter, der /s ausschneidet. Die Abbildung

(xs:(9) +1)/2

F : Gal 7.)27)k 1, F(g) = :
(Qs/Q — (Z/2Z) (9) (o (9) + 12
(x-1(9) +1)/2

ist dann bijektiv. Wir konnen also auf diese Weise Gal(Qs/Q) als Z/2Z-
Vektorraum auffassen. Speziell fiir Frobeniuselemente konnen wir die x;
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ausrechnen durch

xs(Froby) = G) firseS,peP,p¢gs,

Xs(Frobs) = <_—1> fir s € S,

s
x—1(Froby) = -1.

Froby, ist dabei eine gingige Bezeichnung fiir komplexe Konjugation, also
ein Element von Ordnung 2 in Gal(Qs/Q).

4.6 Identifikation der L-Reihe

Wir wollen jetzt beweisen, daB die L-Reihe von M bis auf eventuelle Euler-
Faktoren bei den Primzahlen von schlechter Reduktion gleich der L-Reihe
der modularen Form 7(7)%1(27)%7(37)2n(67)? ist. Das Erstaunliche daran
ist, daf} es im Prinzip reicht, endlich viele Koeffizienten zu vergleichen. Die-
se Erkenntnis basiert auf den Resultaten von G. Faltings in [6] iiber das
Vergleichen zweier [-adischer Darstellungen. Die Grundlage dabei ist der
Dichtesatz von Tchebotarev (vgl. auch [4]). J. P. Serre hat auf diese Ergeb-
nisse aufbauend einen Satz bewiesen, den R. Livné in [11] als Theorem 4.3
aufgeschrieben hat. Wir verwenden einen Spezialfall dieses Satzes:

4.1 Satz

Sei S eine endliche Menge von Primzahlen, und seien pi, ps : Gal(Q/Q) —
GL2(Q2) Galois-Darstellungen, die aufierhalb von S unverzweigt sind. Sei
Qs das Kompositum aller quadratischen Erweiterungen von Q, die aufer-
halb von S unverzweigt sind. Es gelte:

1. Spurp; = Spurps =0 (mod 2) und det p; = det p2 (mod 2).

2. Es gibt eine endliche Menge T von Primzahlen, disjunkt zu S, fiir die
gilt:

(a) Das Bild der Menge {Frob, |t € T} in Gal(Qs/Q) (aufgefait als
7./27.-Vektorraum wie in Abschnitt 4.5) ist nicht-kubisch.

(b) Fiir allet € T ist
Spur p; (Frob;) = Spur p2(Froby)

und
det p1 (Frob;) = det pa(Froby).

Dann haben p; und ps isomorphe Halbvereinfachungen. Insbesondere gilt
Spur p; (Frob,) = Spur p2(Frob,,) fiir alle Primzahlenp ¢ S.
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Die Darstellung p; sei gegeben durch die Wirkung von Gal(Q/Q) auf der 2-
adischen Kohomologie H3(M,Q,)), die nach den bisherigen Ausfilhrungen
ein 2-dimensionaler Vektorraum ist. Die Darstellung po soll die 2-adische
Darstellung sein, die nach Deligne der Eigenform 7(7)2n(27)%n(37)%n(67)?
zugeordnet wird.

Wir weisen fiir p; und po die Voraussetzungen von Satz 4.1 nach. Zunachst

einmal wird in [21] als Lemma 3.11. Folgendes bewiesen:

4.2 Lemma

Sei die Galois-Darstellung p : Gal(Q/Q) — GL2(Qy) unverzweigt auBerhalb
von 2 und 3, und sei Spur p(Frobs) = Spur p(Frob;) = Spur p(Froby1) =
Spur p(Frob;3) = 0 (mod 2). Dann gilt Spur p(Frob,) = 0 (mod 2) fiir alle
Primzahlen p > 5.

Um festzustellen, dafl die Spuren unserer Galois-Darstellungen gerade sind,
reicht es also, Frobeniuselemente fiir endlich viele Primzahlen zu untersu-
chen. Auch das folgt allgemein aus den Resultaten von Faltings in [6].

Wir konnen jetzt zeigen:

4.3 Lemma

Spurp; = Spurps =0 (mod 2)

Beweis:

Wir wollen zunichst das vorige Lemma auf p; und py anwenden. Fiir p =
7,13 gilt a, = 1 — 100p + 30p? + p® — #M, fiir p = 5,11 gilt a, = 1 +
10p? + p® — #M. #M ist dabei in jedem Fall gerade. Also haben wir
as = a7 = a11 = a13 = 0 (mod 2) und nach Anwendung des Lemmas

Spur p; (Frob,) =0 (mod 2)

fur alle Primzahlen p > 5.

Die Koeffizienten der modularen Form 7(7)2n(27)%7(37)%n(67)2 bei ¢°, ¢", ¢*!
und ¢'? sind gerade, also haben wir auch

Spur p2(Frob,) =0  (mod 2)

fir alle Primzahlen p > 5. Da Spurop; und Spurop; stetige Abbildungen
sind und die Menge {Frob, [p > 5} dicht ist in Gal(Q/Q), folgt die Behaup-
tung als Anwendung des Dichtesatzes von Tchebotarev (vgl. Abschnitt 4.1).
O

4.4 Lemma

det p; = det p2,  insbesondere det p; = detps (mod 2)
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Beweis:
Sei p > 5. Es gilt det pa(Frob,) = p®. Die Poincaré-Dualitit besagt unter
anderem, dafl die Paarung

(-,)) : H3(M,Qy) x H3(M, Q) —» H5(M,Qy) = Qy,

perfekt ist und die Galois-Wirkung respektiert. Die Wirkung von Frob, auf
HS(M, Q) ist Multiplikation mit p3. Sind wi, ws die Eigenwerte von Frob,
auf H3(M,Qy) mit jeweiligen Eigenvektoren vy, vo, dann folgt

wiwz(v1,v2) = (wWiv1,wavs)
= (Froby(v1), Frobp(v2)) = Froby((v1,v2))
= p3 (’Ula UQ)

und daher det p; (Frob,) = wiws = p>.

Also gilt det p; (Frob,) = det po(Frob,).

Da auch det op; und det op, stetige Abbildungen sind, erhalten wir wie in
Lemma 4.3
det P1 = det P2

und insbesondere
det p; = det po  (mod 2)

als Anwendung des Dichtesatzes von Tchebotarev. O

4.5 Satz
Bis auf eventuelle Euler-Faktoren bei 2 und 3 ist die L-Reihe der mittleren

Kohomologie H3(M, Q) von M gleich der L-Reihe der modularen Form

n(r)*n(27)*n(37)*n(67)?,

der eindeutigen Newform vom Gewicht 4 und Level 6.

Beweis:

Die Primzahlen von schlechter Reduktion von M sind 2 und 3, der Level
von 7n(1)%n(27)%n(37)2n(67)? ist 6. Also sind die beiden Darstellungen p;
und pe unverzweigt auBerhalb von S = {2,3}. Der Korper Qg, der fir die
Anwendung von Satz 4.1 benétigt wird, ist Q[i, v/2,v/3]. Es gilt Qs = Q[¢a4],
wobei €24 eine primitive 24te Einheitswurzel ist, also # Gal(Qg /Q) = 8. Die
nichttrivialen Elemente von Gal(Qg/Q) sind gegeben durch

boa > &by, teT:={57,11,13,17,19,23}.

Das heifit gerade, da8 das Bild der Menge {Frob;|t € T} in Gal(Qs/Q)
nicht-kubisch ist. Nach Lemma 4.4 gilt det p; (Frob,) = p® = det pa(Frob,)
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und nach der Tabelle in Abschnitt 4.3 auflerdem Spur p;(Froby,) = ap, =
Spur po(Frob,) fiir alle p € T. Lemma 4.3 liefert die erforderliche Bedingung
iiber die Spuren, Lemma 4.4 die tiber die Determinanten. Durch Anwendung
von Satz 4.1 folgt schlieBlich die Behauptung. |

Es hat also ausgereicht, die Punkte auf M fir alle Primzahlen 5 < p < 23 zu
zidhlen. Mit weniger Primzahlen kénnen wir nicht auskommen (zumindest,
wenn wir Satz 4.1 verwenden wollen), da es keine nicht-kubische Menge mit
weniger als 7 Elementen in (Z/27Z)3 gibt.

Verzichten wir auf die Theorie nicht-kubischer Mengen und ersetzen die
entsprechende Bedingung in Satz 4.1 durch die schwichere Forderung

Gal(Qs/Q) = {Frob; |t € T},

so miissen wir noch eine Primzahl p zu der Menge T hinzunehmen, fiir die
p = 1 (mod 24) gilt. Das kleinste mogliche p ist dann 73. Diese Methode
wurde z.B. in [21] verwendet.

In [4] wird noch eine Abschitzung angegeben, die allgemein besagt, fiir
welche Primzahlen man Koeflizienten vergleichen muf}, um die L-Reihen
zu zwei rationalen l-adischen Galois-Darstellungen als gleich zu erkennen,
namlich fir alle Primzahlen kleiner als

70 - (l2d2 (log 2 4 Z logp))?.
pPES

Hierbei ist S die Menge der Primzahlen von schlechter Reduktion und d
die Dimension des Zielraums der Galois-Darstellungen. Allerdings gilt die
Abschatzung nur unter der verallgemeinerten Riemannschen Hypothese.

In unserem Fall ergibt sich mit / =2, d = h3 =2 und S = {2,3}:
70 - (28(log 2° + log 2 + log 3))? ~ 246949150

Dieses Ergebnis ist naturlich fur praktische Zwecke vollig ungeeignet.
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Kapitel 5

Die kleinen Brider von M

Wir wollen nun einige andere interessante Mitglieder der in Kapitel 1 vorge-
stellten Familie von Quintiken auf ihre L-Reihen untersuchen. Dabei konnen
wir viele Methoden aus den vorigen Kapiteln vollig analog verwenden. Wir
werden deshalb aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht jedes Detail auf-
schreiben, sondern markante Wegpunkte setzen.

5.1 Die Barth-Nieto-Quintik M.

5.1.1 Singularitaten und Auflosung
Uber C hat M 1.0y folgende Singularitaten:

e Die ¥4-Bahn des Punktes (1 : 1 : 1 : —1: —1 : —1); das sind 10
gewohnliche Doppelpunkte (die ”Segre nodes”).

e Die Gerade {(0:0:0:z:y:2), z+y+ 2z =0} und ihre ¥¢-Bahn;
das sind 20 singulidre Geraden. Jeweils 4 dieser Geraden schneiden
sich in den 15 Punkten der X¢-Bahn von (0:0:0:0:1: —1); weitere
Schnittpunkte gibt es nicht.

Der Tangentialkegel in den Punkten der ¥¢-Bahn von (0:0:0:0:1: —1)
ist isomorph zu der Cayley-Kubik

XoX1Xo + XoX1X3 + X X2 X3 + X1 X2X3 =0.
Nach [1] lassen sich die Singularititen von M;.g) in drei Schritten auflosen,

so dafl wir ein glattes Modell M(Lo) von M1.g) erhalten:

Schritt 1: Wir ersetzen die 15 Schnittpunkte der singularen Geraden je-
weils durch eine Cayley-Kubik. (Dadurch werden die singuldren Ge-
raden getrennt.)

48



Schritt 2: Wir ersetzen die 20 singulidren Geraden jeweils durch Quadriken
(d.h. P! x PY).

Schritt 3: Wir ersetzen die 10 Doppelpunkte durch Geraden (P'). Hier
wird also eine kleine Auflosung gewéhlt.

Eine Untersuchung wie in Kapitel 2 zeigt, dafl in allen Charakteristiken
p > 5 genau die erwdhnten Singularitaten auftreten und dort die Reduktion
von /\;1(1:0) auf F, wieder glatt ist. Die Primzahlen von schlechter Reduktion
sind auch hier wieder 2 und 3.

5.1.2 Die L-Reihe

Nach [1] ist die Eulerzahl x(M(i,9)) von M y,g) gleich -10, die von M(I:O)
gleich 100. Sei . o
B = B (Mr))

die i-te Betti-Zahl von /\;1(1:0). Wir erhalten wieder h® = h® = 1 und, da die
Fasern des Blow-Up auch hier einfach zusammenhéngend sind, h' = k% = 0.
Es ergibt sich

100 = x(M@.0) = h°—h'+h? — K3+ h* —h5 4+ KO
= 1-0+Rh2—K+h*—-0+1
= 242nr% 13,

also
h3 = 2h% — 98.

Wir wollen den Wert von h® wieder mit Hilfe einer Abschitzung, die wir
aus dem Fixpunktsatz von Lefschetz und den Weil-Vermutungen erhalten,
ermitteln. Da in allen Charakteristiken p > 5 alle Singularitaten von My
und die exceptionellen Mengen der Blow-Ups rational iiber FP sind, ist die
Wirkung von Frob, auf H 2(./\;[(1:0) , Q) Multiplikation mit p und die Wirkung
auf H*(M1,0), Q) Multiplikation mit p>. Wir erhalten

6
#M(I:O) = Z(—l)i Spur(Frob, |Hi(/\;l(1:0) Q)

i=0
= 1+ ph? — Spur(Frob, |H3(A;l(1;0),@l)) + p?ht +p?
= 1+4p*+p(p+ 1)h* — Spur(Frob, |H? (M 1), Q)).

Wegen | Spur(Frob, |H3(.A;l(1:0),@l))| < p3/2h3 folgt

|#M(1:0) -1 —p3 -plp+ 1)h2| < p3/2h3

= p/2(2n% — 98).
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Wenn wir also jetzt noch die Punkte auf ./\;1(1:0) fiir gentigend grofe p zahlen,
kénnen wir ~? bestimmen.

Wir zdhlen zundchst mit dem Computer und den Methoden aus Kapitel 3
die Punkte auf M;.g). Wir erhalten:

s #M(1:0)
) 370

7 920
11 2860
13 4370
17 8950
19 11780
23 19360

Im ersten Schritt der Singularititenauflosung werden 15 Punkte durch Cay-
ley-Kubiken ersetzt. Wir miissen also wissen, wieviele Punkte auf dieser
Kubik liegen. Sei (Xp: X1 : Xo : X3) € P3(F,) mit

XoX1Xo + X0 X1 X3 + XX X3+ X1 X2 X3 =0.
Das ist aquivalent zu
Xo(X1Xo + X1 X3 + XoX3) = — X1 X0 X5.
Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Esgilt X7 Xo+ X1 X3+ X2X3 = 0. In diesem Fall ist auch X7 X9 X3 =
0. Es gilt also entweder X; = X9 = X3 = 0 # X, oder genau eine der
drei Koordinaten X1, Xo, X3 ist # 0. Im letzten Fall ist X, beliebig.
Es gibt also

1+3-p

solche Punkte.
Fall 2: Es gilt X7 Xo + X1 X3 + X2 X3 7é 0. Dann ist Xy durch

- X1X2X3

Xo =
X1 Xo + X1 X3 + X9 X3

bestimmt. Die Gleichung X Xo + X1 X3 + X2X3 = 0 beschreibt eine
glatte Quadrik in P2, auf der immer #P! = p + 1 Punkte liegen. Also
gibt es

#P? —#P' =p’ +p+1—(p+1)=p°

Punkte, die X; X9 + X1 X35 + X5 X35 # 0 erfiillen.
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Auf der Cayley-Kubik liegen also p? + 3p + 1 Punkte.
Wir kénnen jetzt zusammenzahlen:
#Mwo) = #Muwo)
15(#Cayley-Kubik — 1)
20(#P! x P! — #Ph)
10(#P — 1)
#M 1.0) + 15(p” + 3p) + 20(p* + p) + 10p
= #Mauo + 35p? + T5p
Wir haben also nun die Abschétzung
[#M 10y + 35p% + 75p — 1 — p® — p(p + 1)h?| < p¥/2(2h* — 98).
Speziell fiir p = 13 ergibt sich
14531 — 91h2| < 13%/2(h? — 49)

+ + +

und daraus

h? =50 und (wie bei M) h®=2.
Wir definieren wieder

a, := Spur(Frob, |H3(/\;l(1:0),@l)).
Dann haben wir
ap = 1+p°+50p(p+1) - 35p> — T5p — #M1.0)
= 1+4p°+15p> — 25p — #M1.0).

Wir rechnen einige Werte aus:

p|5| 7|11]13| 17]19| 23

ap | 6] —16| 12| 38 | =126 | 20 | 168

Soweit berechnet, stimmen also die a, wieder mit den Koeffizienten der mo-
dularen Form 7(7)2n(27)%n(37)%n(67)? iiberein. Wir kénnen nun (da insbe-
sondere h? = 2 gilt, die Primzahlen von schlechter Reduktion die gleichen
sind wie bei M und es sich um dieselbe modulare Form handelt) den letzten
Abschnitt aus Kapitel 4 wortlich iibernehmen und folgenden Satz beweisen:

5.1 Satz
Bis auf eventuelle Euler-Faktoren bei 2 und 3 ist die L-Reihe der mittleren

Kohomologie H 3(./\;1(1:0), Q) von M(I:O) gleich der L-Reihe der modularen
Form

n(r)?*n(27)*n(37)*n(67)?,
der eindeutigen Newform vom Gewicht 4 und Level 6.

Beweis:
siehe Satz 4.5. O
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5.2 Die Quintik M(_3;1)
5.2.1 Singularititen und Auflosung

Uber C hat M _3.1) genau 10 Singularititen, ndmlich die ¥¢-Bahn des Punk-
tes (1:1:1:—1:—1:—1). Die Tangentialkegel dort sind jeweils isomorph
zu der glatten kubischen Fliche D, die durch

0 = X§Xi+ XX + X5 Xs+ XoX3
+ X2Xo+ X1 X3+ XPX3+ X1 X2
+ X2X3+ XoX2 +2X0X1 X0 42X X0 X3
+ 3XZX3+3XoXZ +4Xo X1 X3 +4X X, X.

gegeben ist. In [19] erhielten diese Singularitdten deshalb den Namen ”Del
Pezzo nodes”.

Wir konnen die Singularitaten von M _3.1) auflosen und ein glattes Modell

M(_g:l) von M(_3.1) erhalten, wenn wir die singuliren Punkte jeweils durch
den Tangentialkegel ersetzen.

Wir miissen nun untersuchen, fiir welche Primzahlen p die Reduktion von
/\;l(_&l) wieder glatt ist (und welche Singularitdten in diesen Charakteristi-
ken iiberhaupt auftreten). Die Fille p = 2 und p = 3 konnen wir a priori
ausklammern, denn fur p = 2 sieht M(_3.1) aus wie M und fur p = 3
wie M(p,1). Fir p > 5 konnen wir eine Fallunterscheidung wie bei der Va-
rietat M durchfithren. Wir erhalten zunédchst, dal die Koordinaten eines
singularen Punktes der Gleichung

1 2 1 1
P(X):=X"— §CL‘2(77)X2 — 5O X — 2Cu(n) + 5022(71) =0

geniigen miissen. Alle Falle der nachfolgenden Fallunterscheidung verhalten
sich wie bei der Untersuchung von M, aufler dem

Fall 3: Wir konnen annehmen, da§ n = (1:1:1:1:1: —5). Damit ist
Cy = 30,C3 = —120,Cy = 630 und

P(X)=X*—-10X2+ 83—0X — 55.

Damit haben wir

24
.94
P(=5) = 7 53
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Tatsachlich treten also in Charakteristik p = 7 weitere 6 Singularitaten auf,
namlich die ¥g-Bahn des Punktes (1 : 1 : 1 :1:1: —5). Wir konnen
das auch daraus erkennen, daB M _3.;) fiir p = 7 aussieht wie die Varietét
M 25.1), die schon uber C uber diese 6 Singularitaten verfugt, die gewohn-
liche Doppelpunkte sind.

Die Primzahlen von schlechter Reduktion sind also 2,3 und 7. In allen
anderen Charakteristiken sind die Singularitaten von M _3.1) genau die, die

auch iiber C auftreten, und die Reduktion von M(_g:l) ist glatt.

5.2.2 Die L-Reihe

Wir wollen uns zunichst um die Kohomologie von /\;t(,?,:l) kiimmern und
benotigen dazu als erstes die Eulerzahl. Wir fassen dazu M _3.1) als sin-
gulidres Mitglied einer Familie von glatten Quintiken {X;} auf. Dann gilt
(vgl. [5], Korollar 2.3.)

x(M—s.1)) = x(X¢) + 10 - Milnorzahl( Del Pezzo Node )

= —200+10-16

= —40.
./\;i(_3:1) entsteht aus M(_3.) durch Ersetzen von 10 Punkten durch kubische
Flachen, also

(M 52)) = x(M(_5)) +10- (x(kubische Fliche) — 1)
= —40 4 10 - (x(P? aufgeblasen in 6 Punkten) — 1)

—404+10-(9—-1)
= 40.

Setzen wir wieder . o
B = B (M (),
so haben wir h% = % = 1, h! = h® = 0 und die Beziehung
40 = x(M(_3.)) = 2+ 2% — 1P,

Fir p # 2,3,7 sind alle Singularitiaten von M(_3.1) und die exceptionellen
Mengen der Blow-Ups rational iiber IF,, und wir erhalten wie gehabt aus
dem Fixpunktsatz von Lefschetz

#M(f&l) =1+ p* + p(p + 1)h* — Spur(Frob, |H3(M(—3:1)a@))
und wegen | Spur(Frob, |H3 (M _3.), Q))| < p*/2h3
|#M(—3:1) —1-p*—plp+1)h* < p*/?h’

= p/2(2n% — 38).
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Es gilt y
#M(_3.1) = #M(_32) +10- (#D — 1).

Dabei ist D eine glatte kubische Flache, also liegen tiber I, darauf nach dem
Fixpunktsatz von Lefschetz

4
#D = > (1) Spur(Frob, |H'(D,Q))
1=0
= 1— 0+ Spur(Frob, |H*(D,Q)) — 0 + p?
1+p%+ Spur(Frob, |H*(D,Q))

Punkte. Man sieht der Gleichung von D nicht an, wieviele Punkte nun genau
darauf liegen, deshalb benutzen wir zum Zahlen auch den Computer.

p #M(f&l) #D p #M(f&l) #D

5 430 51 113 1639060 | 13335
11 2590 177 127 2283800 | 17019
13 4340 261 131 2498800 | 17817
17 9250 375 137 2853160 | 19455
19 10940 495 139 2962460 | 20295
23 19570 645 149 3630400 | 22947
29 36580 987 151 3772700 | 23859
31 42860 | 1179 157 4234400 | 25749
37 68660 | 1629 163 4718960 | 27711
41 92950 | 1887 167 5080180 | 28725
43 106100 | 2151 173 5631130 | 30795
47 135460 | 2445 179 6214450 | 32937
53 187840 | 3075 181 6435500 | 34029
99 252460 | 3777 191 7519990 | 37437
61 280040 | 4149 193 7739780 | 38601
67 362840 | 4959 197 8198560 | 39795
71 432430 | 5397 199 8440100 | 40995
73 468500 | 5841 211 10048700 | 45999
79 588680 | 6795 223 11809460 | 51291
83 677560 | 7305 227 12473020 | 52665
89 827590 | 8367 229 12802220 | 54045
97 1041980 | 10089 233 13467640 | 55455
101 1173490 | 10707 239 14475250 | 58317
103 1244900 | 11331 241 14857820 | 59769
107 1393870 | 11985 251 16774300 | 64257
109 1478240 | 12645 257 17918470 | 67335

Nach den Zahlen scheint

5 fallsp=2 (mod 3)

Spur(Frob, |H*(D,Q;)) = p-
pur(Frob, [H*(D,Q)) =p {7 fallsp=1 (mod 3)
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zu gelten; es gibt fiir uns aber keine Notwendigkeit, das zu beweisen.

Fir p = 17 liefert die Abschitzung aus dem Fixpunktsatz von Lefschetz
zum ersten Mal A% > 24, fiir p = 59 zum ersten Mal h? < 26. Also haben
wir

h? =25, hd =12.

Wir wollen wieder untersuchen, ob die L-Reihe von M(_3.;) modular ist.
Sei dazu .
ap := Spur(Froby | H* (M —3.1), Q))-

Wir listen jetzt a, auf, dann die Koeffizienten b, einer Newform vom Gewicht
4 fiir T'9(21) und dann die Koeffizienten ¢, einer Newform vom Gewicht 2
fiir T'p(21). Beide modularen Formen sind unter [17] tabelliert.

P ap by | ¢ p ap by Cp

5| —b4 -4 =2 71| —678 | —678 0
11| 282 62| 4 73| —2832 | —642| —6
13| -192 | —62| -2 79 | —5580 740 | —16
17 | —426 84 | -6 83 | —4512 468 | —12
19| 480 100 | 4 89 | —6030 200 | —14
23| —42| —42| 0 97 | 7464 | —1266 18
29 | =300 | —10| -2 101 7302 232 14
31| —48| —48| 0 103 | 2328 | —1792 8
37| 864 | —246| 6 107 234 | —1906 4
41 162 | —248 | 2 109 | —9900 —-90 | —18
43 | —792 68 | —4 113 | —7452 458 | —14
47| 324 | 324 O 127 804 804 0
53 | 1848 | 258 | 6 131 | 3432 812 4
59 | 3660 | 120 | 12 137 | —3696 414 | -6
61 12| 622 | -2 139 | 6720 | —1620 | 12
67 | 2244 | 904 | 4 149 | 6840 | 2370 6

Soweit berechnet, gilt stets
ap—by —5-p-c, =0.

Tatsachlich scheint sich also die L-Reihe von M(_3.) als Summe von L-
Reihen modularer Formen darstellen zu lassen. Der Raum S7¢*(I((21))
ist 4-dimensional, S7¢%(I'¢(21)) nur 1-dimensional (s. Tabelle unter [17]).
Es ist also unwahrscheinlich, daf die gefundene Linearkombination lediglich

zufillig fiir die angegebenen Primzahlen verschwindet.

Nun habe ich leider nicht die Moglichkeit, die Gultigkeit der Gleichung fir
alle p # 2,3,7 zu zeigen. Der Satz von Livné aus [11] ist nur fir Galois-
Darstellungen nach GLy(Qy), nicht aber nach GL12(Qy) ausgelegt, und ich
wei8 auch nicht, ob die Darstellung, die wir aus der Wirkung von Gal(Q/Q)
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auf H 3(./\;1(_3:1) , Q) erhalten, etwa in kleinere Blocke zerfallt (also z.B. schon
halbeinfach ist). Sollte es aber einen vergleichbaren Satz geben, der auch
ahnliche Voraussetzungen hat, haben wir einige Vorarbeit geleistet. Es gibt
3 Primzahlen von schlechter Reduktion, und wir konnen eine nicht-kubische
Menge (mit 14 Elementen) in (Z/27)* angeben, also im Prinzip sagen, wie-
viele Primzahlen getestet werden miissen, um Gleichheit fiir alle Primzahlen
von guter Reduktion sicherzustellen.

Die Formel aus [4], die wir (unter Annahme der verallgemeinerten Riemann-
schen Hypothese) benutzen kénnten, um die Modularitit zu beweisen, lie-
fert, dafl wir alle Primzahlen kleiner als

70 - (2288 (1og 2288 + log 2 4 log 3 + log 7)) ~ 7 - 10%°

testen mussten - das sind naturlich viel zu viele.

5.3 Die Quintik M ss,)

5.3.1 Singularititen und Auflosung

Uber C hat M 25.1) genau 106 isolierte Singularitaten, namlich

Die ”Segre nodes”: Die ¥4-Bahn von

(1:1:1:-1:-1:-1), insgesamt 10 Punkte

Die ”Moving nodes”: Die 34-Bahn von

(I1:1:-1:-1:3v-3:-3vV-3), insgesamt 90 Punkte

Zusatzliche Singularitaten: Die Y.g-Bahn von

(1:1:1:1:1:-5), insgesamt 6 Punkte

Letztere Singularititen sind ebenfalls gewohnliche Doppelpunkte; der Tan-
gentialkegel dort ist isomorph zu der glatten Quadrik

2(X3 4+ X2 4+ X2 + X2) — So(Xo,...,X3) =0.

Die Singularitaten k6nnen also wieder durch Blow-Up aufgeldst werden, und
wir erhalten ein glattes Modell M 5.1) von M qos.1).

Uber F, und F; sieht M25.1) aus wie M, iiber 5 wie M q,1) und iiber Fr
wie M(_3.1). In den anderen Charakteristiken p zeigt eine Untersuchung wie
in Kapitel 2, daf} die ” Segre nodes” und ihre Tangentialkegel immer rational

56



uber [, sind, die "Moving nodes” und ihre Tangentialkegel hingegen nur
dann, wenn p = 1, -5 (mod 12).

Die sechs zusatzlichen Singularititen sind ebenfalls rational iiber IF,; ihre
Tangentialkegel jedoch nur, wenn p = 1,4 (mod 5). In diesem Fall enthal-
ten sie also jeweils (p + 1)2 = p? + 2p + 1 Punkte. Ist hingegen p = 2,3
(mod 5), so liegen nur p? + 1 Punkte auf den Tangentialkegeln. In diesem
Fall sind vermutlich zwei sich schneidende Geraden des Regelsystems bis
auf den Schnittpunkt nicht rational iiber IF,. Ich gebe keinen Beweis dazu
an, da dieser ahnlich funktionieren wiirde wie die Untersuchungen zu den
Tangentialkegeln der Singularitdten von M und da wir die Behauptung fur
die wenigen p, zu denen wir sie ben6tigen, von Hand iiberpriifen kénnen.

Die Primzahlen von schlechter Reduktion sind also 2, 3, 5 und 7.

5.3.2 Die L-Reihe

Sei d der Defekt von M 5.1y und h' := dim Hi(M(25:1),Q) wie iblich. Dann
gilt nach den Formeln aus [22], die wir schon fiir M angewendet haben:

R = 204—2-106+2d  und
h2 = h*=d+107.

Wir zihlen wieder die Punkte auf ./\;l(25:1):

#M2s.1) = #M251)

106(p% +2p) fallsp=1,—-5 (mod 12),p=1,4 (mod 5)
N 16(p? +2p) fallsp=—1,5 (mod 12),p=1,4 (mod 5)
106p? +200p fallsp=1,—5 (mod 12),p =2,3 (mod 5)
16p% + 20p falls p=—-1,5 (mod 12),p =2,3 (mod 5)

Wir haben also fiir den Fall p =1, -5 (mod 12) die Abschitzung

|#M(25:1) —1-p° —pp+ 1)h2| < p3/2h3
p*/2(2h% — 222).

Ausrechnen fiir p = 31 liefert h? > 120; fiir p = 139 erhalten wir A% < 122.
Damit folgt
h? =121, h3 = 20.

Im Fall p= —1,5 (mod 12) gilt

|#M(25:1) —1—p® —plp+ 1)k| < p*°R
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fiir ein k¥ € Z mit |k| < k2. Der Fall p = 23 liefert k¥ > 30; fiir p = 83
erhalten wir £ < 32. Wir definieren wieder die Koeffizienten der L-Reihe
durch 3

ap = Spur(Frob, \Hs(M(gg,:l),Ql))

Wir haben also
e falls p=1,—5 (mod 12),p = 1,4 (mod 5) :

ap = 1+p®+121p(p+ 1) — #M o5
= 1+p°+121p(p + 1) — #M 251y — 106(2p + p?)
=1 +p3 + 15])2 —91p — #M(25;1)
e falls p=—1,5 (mod 12),p =1,4 (mod 5) :

ap = 1 +p3 +3Ip(p+1) — #M(25:1)
1+p°+31p(p+1) — #Mos.1) — 16(2p + p’)
= 1+p°+15p> —p — #Mas)

o falls p=1,—5 (mod 12),p = 2,3 (mod 5) :

1+p° +121p(p+1) — #M(25:1)
1+ p® + 121p(p + 1) — #M95.1) — 100(2p + p°) — 6p”
= 1 +p3 + 15p2 —79p — #M(25:1)

ap

e falls p=—1,5 (mod 12),p = 2,3 (mod 5) :

ap = 1+p>+3lpp+1) - #/\;l(25:1)
1+p*+31p(p+1) — #M 5.1y — 10(2p +p?) — 6p°
= 1+4+p°+15p +11p — #M25:1)

Wir listen in der folgenden Tabelle fiir einige Werte von p zunichst die
Anzahl #./\;1(25:1) der Punkte auf M(25:1) iiber F, auf, dann a,, dann die
Koeffizienten b, einer Newform vom Level 210 = 2 -3 -5 -7 und Gewicht
4. Diese Newform ist aufgrund des hohen Levels in den Tabellen, die man
unter [17] findet, nicht erfaBit; ihre Koeffizienten lassen sich aber mit dem
Programm HECKE, das dort heruntergeladen werden kann, bestimmen.

HECKE ist eine von W. A. Stein erstellte freie Software. Sie ist unter Unix
und Linux lauffahig und beherrscht den Umgang mit modularen Formen zu
beliebigen Levels und Gewichten. Insbesondere kann sie Dimensionen von
Raumen modularer Formen und Koeffizienten modularer Formen ausrech-
nen.
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Soweit berechnet, ist a, — b, durch 9 - p teilbar. Wir geben daher auch die
Werte apg__pb” an.

p #M(25:1) ap by %
11 2716 420 24 4
13 3926 —220 14 -2
17 9076 360 54 2
19 11186 —640 44 —4
23 21856 | —1500 156 -8
29 35236 1740 174 6
31 43706 | —2320 —88 -8
37 68966 —700 —-34 —2
41 93496 600 | —138 2
43 108326 | —4480 164 | —12
47 141076 | —3600 | —216 -8
53 188416 3180 318 6
59 255616 1920 | —204 4
61 278786 | —1540 | —442 -2
67 355886 6920 | —316 12
71 428596 4860 | —252 8
73 472286 | —9100 98 | —14
79 580466 | —1000 | —1000 0
83 666556 9480 516 12
89 822616 1080 | —522 2
97 | 1037726 8420 | —310 10

101 | 1176376 6840 1386 6
103 | 1237286 6440 | —976 8
107 | 1417336 | —19380 | —120 | -—20
109 | 1464866 | —1540 422 -2
113 | 1647736 | —12060 2178 | —14
127 | 2282486 | —2200 | —2200 0
131 | 2493256 12120 | —2028 12
137 | 2839456 14940 2610 10
139 | 2938106 24680 | —340 20
149 | 3666796 | —25980 | —1842 | —18

Die Werte in der letzten Spalte sind fiir die angegebenen p die Koeffizienten
¢p einer Newform vom Level 210 und Gewicht 2, die ebenfalls mit HECKE
ausgerechnet werden kénnen. Es gilt also fiir alle angegebenen p

ap=b,+9-p-cp.

Der Raum S7¢%(T'x(21)) ist (laut HECKE) 12-dimensional, S7¢*(I(21))
nur 5-dimensional. Es ist also auch hier unwahrscheinlich, dafl die gefun-
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dene Linearkombination lediglich zufallig fur die angegebenen Primzahlen
verschwindet.

Wie bei M _3.1) kann ich die Gleichheit fiir alle Primzahlen von guter Re-
duktion allerdings auch hier nicht beweisen. Géabe es einen Satz wie den
Satz von Livné aus [11], der nicht-kubische Mengen verwendet, miissten (da
es 4 Primzahlen von schlechter Reduktion gibt) soviele Primzahlen getestet
werden, wie eine nicht-kubische Menge in (Z/27)° Elemente enthalten muf,
also hochstens 31, wahrscheinlich aber weniger.

Die Formel aus [4], die wir (unter Annahme der verallgemeinerten Riemann-
schen Hypothese) benutzen konnten, um die Modularitdt zu beweisen, liefert
hier, dafl wir alle Primzahlen kleiner als

70 - (289°(log 28°° 4 log 2 + log 3 + log 5 + log 7))? ~ 2 - 1047

testen miissten - das sind natirlich auch wieder viel zu viele.

5.4 Die Quintik M)

5.4.1 Singularitaten und Auflésung

Uber C hat M _a.1) folgende Singularitaten:

e Die ¥4-Bahn des Punktes (1 : 1 : 1 : —1: —1 : —1); das sind 10
gewohnliche Doppelpunkte (die ”Segre nodes”).

e Die Gerade {(z:z:y:y:2:2), x+1y+ z=0} und ihre X4-Bahn;
das sind 15 singulidre Geraden. Jeweils 3 dieser Geraden schneiden sich
in den 15 Punkten der ¥4-Bahn von (1:1:1:1: —2: —2); weitere
Schnittpunkte gibt es nicht.

Genau diese Singularitdten treten in allen Charakteristiken p > 5 auf; die
Primzahlen von schlechter Reduktion sind 2 und 3.

Wir fithren den ProzeB der Singularitatenauflosung fiir M_o.1) nicht durch,
sondern gehen stattdessen einen anderen Weg: Wir stellen eine Vermutung
uber die L-Reihe von M( 5.1y auf und konnen daraus Ruckschlusse auf die
Auflésung der Singularititen ziehen.

5.4.2 Die L-Reihe

Wir zéhlen die Punkte auf M _y.;) uiber [, und vergleichen die Werte mit
den Koeffizienten a, der modularen Form n(7)?n(27)?n(37)%n(67)?, der auch
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schon bei M und M1,y aufgetretenen einzigen Newform vom Level 6 und
Gewicht 4.

p #M(—Z:l) ap p #M(—2:1) ap

5 295 6 71 429895 792

7 815 | —16 73 465815 218
11 2695 12 79 584015 | —520
13 4175 38 83 672295 | —492
17 8695 | —126 89 819415 810
19 11495 20 97 1048775 1154
23 19015 168 101 1179895 | —618
29 35815 30 103 1247615 128
31 43055 | —88 107 1393975 | —1476
37 69455 254 109 1467695 1190
41 92455 42 113 1630375 | —462
43 105575 | —52 127 2287775 | —2536
47 135175 | —96 131 2497975 2292
53 188695 198 137 2848135 | —T726
59 255895 | —660 139 2969495 380
61 280895 | —538 149 3633415 1590
67 364535 884 151 3776495 2432

Soweit angegeben, gilt stets
#M(_o1) —1—p® —15p* + 40p + a, = 0.

Wir kénnen jetzt vermuten, daf es ein glattes Modell von M _y.1) gibt,
dessen mittlere Kohomologie 2-dimensional ist (denn es taucht nur eine mo-
dulare Form vom Gewicht 4 auf), und daf§ die L-Reihe von M _y.1) gleich der
L-Reihe der modularen Form 7(7)%n(27)%n(37)?n(67)? ist. Es ist sicherlich
moglich, das auch zu beweisen. Dazu sind die Singularitaten von M .)
durch Blow-Up aufzulosen, die Eulerzahl zu bestimmen und die Frobenius-
Wirkung auf die Kohomologie zu untersuchen. Dann kann wieder der Satz
von Livné aus [11] angewendet werden.
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